Estatistica Aplicada

Nocdes Introdutérias e utilizacdo do computador
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Teorema do Limite Central

O Teorema do limite central (TLC) demonstra a tendéncia de
aproximagao das variaveis aleatérias com a distribuigdo normal.
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Teorema do Limite Central

« O teorema do limite central é basico para a maioria das aplicagdes
do controle estatistico da qualidade.

« A partir do teorema do limite central, sabe-se que a distribuigao
amostral das médias apresenta os seguintes parametros:
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Teorema do Limite Central

« A média dos dois dados resulta aproximadamente em uma
distribuicdo Normal.

« A aproximagao da distribuicdo Normal melhora na medida que se
fizesse a média do langamento de mais dados.
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Distribuicoes Normal

« A distribuicdo Normal fica completamente caracterizada por dois
parametros: a média e o desvio-padréo (variabilidade).

« Diferentes médias e desvio-padrées originam curvas normais
distintas.

Amostras Dados Localizagdo (X ) | Variabilidade (R)
A 10 12 14 16 18 x=14 R=8
B 22 24 26 28 30 X=26 R=8
C 6 10 14 18 22 x=14 R=16

Variabilidade (amplitude total, DP, variancia...) — R é a amplitude média
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Distribuicoes Normal

f(x)

AN

a) da distribuicado A para B muda a tendéncia central, mas a
variabilidade é constante;

b) da distribui¢do A para C muda a variabilidade, mas a
tendéncia central é constante;

c) da distribuicdo B para C muda a tendéncia central e a
variabilidade.
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Distribuicoes Normal

A distribuigdo Normal é a mais importante das distribuigdes
estatisticas, tanto na teoria como na pratica:

* Representa a distribuigdo de freqiiéncia de muitos fenémenos
naturais;

+ As médias e as proporgbes de grandes amostras seguem a
distribuigdo Normal;
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Distribuicoes Normal

« A distribuigdo Normal é em forma de sino, simétrica em relagéo a
sua média e tende cada vez mais ao eixo horizontal a medida que
se afasta da média.

3 2 Au=01 2 3z

« Teoricamente os valores da variavel aleatéria podem variar de -«
a +x.
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Distribuicoes Normal

* A drea abaixo da curva Normal representa 100% de
probabilidade associada a uma variavel.

* A probabilidade de uma variavel aleatéria tomar um valor entre
dois pontos quaisquer é igual a area compreendida entre esses
dois pontos.
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Distribuic6es Normal

A area total abaixo da curva é considerada como 100%.
Isto é, a area total abaixo da curva é 1.
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Distribuicoes Normal
+ O mundo de Z

A area sob a curva entre um ponto qualquer e a média é fungéo
somente do nimero de desvios-padrdes que o ponto esta distante
da média.

« Como existem uma infinidade de distribuigdes normais (uma para
cada média e desvio-padrédo), transformamos a unidade estudada
seja ela qual for (peso, espessura, tempo, etc.) na unidade Z, que
indica o nimero de desvios-padrdo a contar da média.
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Distribuicoes Normal

* O célculo de probabilidades (area sob a curva) pode ser
realizado através de uma distribuicdo Normal padronizada, onde o
parametro é a variavel reduzida Z (aproximagao).

« A distribuigdo Normal pode ser representada por uma equagéo
matematica dada por:

2=
f)=— 5e 2o

0 numero irracional: e = 2,7183... (base do logaritmo neperiano)
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Distribuicoes Normal

A distribuicdo Normal acumulada é obtida calculando a
probabilidade de X ser menor que um dado valor x:

P(X =x)=F(x) = fm Fx) dx

A solugdo esta apresentada em tabelas da distribuigdo Normal
padronizada onde se entra com a variavel reduzida Z (nimero
de desvios-padrdes distantes da média) e encontra-se F(Z)
(area) ou vice-versa.

PiX <x}= P{Z < U} = F(Z) = Tabelado
(2
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Distribuicoes Normal

O mundo de Z é mais facil de ser compreendido
do que se imagina.
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Distribuicao Normal

« A variavel reduzida mede a magnitude do desvio em relagéo a
média, em unidades de desvio padrao.

Z = 1,5 significa, simplesmente, uma observagéo esta desviada 1,5
desvios padrao a cima da média.

Distribuigdes de Probabilidade
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Distribuicao Normal

« A variavel reduzida é muito Util para comparar distribuigdes e
detectar dados atipicos.

Dados séo considerados atipicos quando Z > 3 ou Z < -3.

Distribuigdes de Probabilidade
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Para sabermos o valor da probabilidade, utilizamos a tabela da
distribuicdo Normal. Essa tabela nos fornece a area acumulada
até o valor de Z.

Por exemplo:
* 7 =1 tem-se uma area de 0,84

7=1

+ 0,84 = 84% de probabilidade ocorréncia dos valores menores que
z

Distribuigdes de Probabilidade
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Distribuicoes Normal

As areas correspondentes as probabilidades da distribuicdo
normal padréo estéo tabeladas.

U,I]O 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.p6 0.07 0.08 0.09

Y4
v
4+6—>0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8%54 0.8577 0.8599 0.8621
43 5 708 % 7 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

12 | 08849 08869 08888 0.8907 08925 0.8944 08962 08980 0.8997 0.9015
13 | 09032 09049 0.9066 09082 0.9099 09115 09131 09147 09162 09177
14 | 09192 09207 09222 0923609251 09265 09278 0.9292 09306 09319

Probabilidade de ocorréncia de valores abaixo de Z,

* 7 =1,16 tem-se uma area de 0,87

Distribuigdes de Probabilidade
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Distribuicoes Normal

+ Uma vez calculada a variavel reduzida Z,
« Consulta-se a tabela Normal padronizada
« Identificar a probabilidade acumulada & esquerda de Z

« Ou seja, a probabilidade de ocorrerem valores menores ou iguais
a um certo valor de Z consultado.
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Distribuicoes Normal

* O calculo da variavel reduzida Z faz uma transformagéo dos
valores reais em valores codificados.

« A transformagéo é feita descontando-se a média para eliminar o
efeito de localizagéo (tendéncia central) e dividindo-se pelo desvio-
padréo para eliminar o efeito de escala (variabilidade).

Distribuigdes de Probabilidade
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Distribuicao Normal

Exemplo 1: Suponha que o limiar diastdlico dos pacientes
hipertensos do HEJC seja normalmente distribuido com média
100 torr (100 mmHg), e desvio-padréo 10 (mmHg).

Entdo o limiar estd em torno de 100 a uma distancia as vezes maior,
as vezes menor que 10.

Qual a probabilidade de um paciente, pego ao acaso, possuir limiar menor
que 110 mmHg?
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Qual a probabilidade de um paciente, pego ao acaso, possuir limiar
menor que 110 mmHg?

7. X X
s
: oM o ooz o0 o4 005 006 o oo ou
00 05000 0300 0080 0520 03160 05199 0589 05279 05319 0339
o1 0595 0548 058 05517 05557 0596 05636 05675 0578 05753
02 0573 0582 0567 05900 05046 03987 06026 0608 06105 0614l
03 06179 0617 0625 063 0631 06365 06405 063 06450 0651
04 06554 0691 06 0666+ 06700 0616 O6T2 068 0684 0687
0s 06015 06050 06685 07019 0705 07088 0713 07157 0780 07224
06 07T MOl 074 07T 07RO 0D 07SH 076 07517 075
07 0780 07611 0762 07673 07004 0TI 07%6H 074 0763 0785
08 0781 0710 073 0797 07995 0503 0801 0807 08106 08133
09 03159 08185 OS2 OSN3 08264 08289 0835 080 08365 04389
10 08413 088 08461 OIS 0808 0SS 0S54 08577 08599 056
11 0365 08665 08686 OS0S  0SM9  0§M9 0870 0§70 08810 0:8830)
12 0349 089 0SS 08907 05925 0894 0S92 08980 08997 09013
13 0903 090 0066 09082 050 0915 09131 09147 09162 0917
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Distribuicao Normal

Queremos saber qual a probabilidade de um paciente, pego ao
acaso, possuir limiar menor que 110 mmHg:

gox-u X=X _ 110-100

o K 10

P(x <110) = P(Z < 1) = 0,8413 (aproximadamente 84,13%)

007 008 009

opo 001 002 003 o004 o005
v

z
+6-1>0.8413 08438 0.8461 08485 0.8508 0.8531 0.8577 0.8599 0.8621

0. .8
8770 0.8790 0.8810 0.8830

12| 08849 0.8869 08888 08907 08925 0.8944  0.8962 08980 08997 09015
13 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
14 | 09182 09207 00222 0923609251 09265 09278 09292 09306 0.9319

Prohahilidade de acorréncia de valores abaixo de 7
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Se quiséssemos saber a probabilidade do limiar ser maior que 111,6
mmHg?

7. X X
s
: o om o _om w6 oo oms oo
00 05040 03080 0510 05160 05199 0339 05279 05319 0339
o1 05438 05478 05517 05557 0596 05636 05675 0578 05753
02 05632 05871 05910 05648 0308 0606 0608 06105 0614l
03 0627 06255 0693 0631 0665 06405 063 06450 06517
04 0691 0688 0666 06700 0676 06T 068 068 0687
0s 06950 06985 07019 07054 0708 0713 07157 0780 0724
06 0791 074 O7ST 079 02 07SH 0TS 0757 075
07 0761 0760 07673 07004 0714 07764 0TI 0763 0785
08 07910 073 07967 0795 0503 0801 0807 08106 08133
09 0318 08212 O8NS 08264 0829 OIS 080 08365 0438
10 08438 08461 %S 0S50S 0SS 0S54 08577 08599 056
11 03665 0868 OS0S  0SM9  0SM9 0ST0 0§70 08810 0:8830)
12 0899 0S8 08907 08925 0SH  0S962 08950 08997 09013
13 09049 05066 0082 0999 09115 09131 09147 09162 0917]
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Distribuicdo Normal

Se quiséssemos saber a probabilidade do limiar ser maior que
111,6 mmHg, iniciamos calculando o valor de Z:

111,6-100
10

Z

116

001 002 003 004 005 0P6 007 008 009

z |

v
+6—1>0.8413 08438 0.8461 08485 0.8508 0.8531 0. 0.8577 0.8599 0.8621
- - 8770 0.8790 0.8810 0.8830

12| 08849 0.8869 08888 08907 08925 0.8944  0.8962 08980 08997 09015
13| 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
14 | 09182 09207 09222 0923609251 09265 09278 09292 09306 0.9319

Prohahilidade de acorréncia de valores abaixo de 7
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Distribuicdo Normal

Encontramos o valor de probabilidade 0,8770.

P(Z>1,16)=1-P(Z<1,16)=1-0,8770=0,123

0,123
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Distribuigdes de Probabilidade

Qual a probabilidade do limiar estar entre 120 e 130 mmHg?
teriamos que fazer o seguinte raciocinio:

The image cannot be displayed
Your computer may not have
enough memogy to dpenXhe

Y image, or the #n4ge may have
been corrupted. Restar your

20 3¢ computer, and then open the file
again. If the red x still appears

ey e

: o on on on onm on on om0 (o
18 [ osn o osms oser osm s osess 0w ose oomd
15 | osm osms ooms o osms osms aow ooms oo 007
20 | osm oo osm osms o osms oo oo ooz o]
| oo o o oo asms o oo oowo e ool
22 | oma oms osms osn oss omm oo oo oo osed
23 | omm omws omwe owor owos omes oo ooon ooers o
24 | oms osm omm oms omy omo o o oo 0w
26 | omn omss omss 0w omw omo 0wl o6 06 0996
27| omss omis ower owes omes oww oo own ooons 0w
238 | omm oms ows owm 0w owm owm owm owm ows
25 | omm omm omm: own omss omss oo ooss oo osnq
0 | omm_omw__omw _owss omss omw oow oo oo 0o
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Distribuicdo Normal

Qual a probabilidade do limiar est nire M@O((ﬂ@oflmf}mww-Ig?
q . L our computer may not have
terfamos que fazer o seguinte racioci 2 5

enough memory to open the
image, or the image may have
been corrupted. Restart your
computer, and then open the file

P(120 < X < 130) = P(X <130) - P(X < 120):5". 11 » ylLajpeer
P(Z< 3) - P(Z< 2) = image and fifen nsert t again
0,9987 - 0,9772 = 0,0215

ou seja, 2,15% de chance de um pgciente-ter.dimiar: entre:120 e
130 mmHg. Your computer may not have

enough memory to open the

red x still appears,
to delete the

nsert it ag2515%

image and the)

2,0 3.C
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Distribuicoes Normal

Exemplo 2: O tempo maximo de fonagéo do fonema “A” é uma
importante ferramenta de avaliagdo da voz.

Sabe-se que esse tempo, na UTfono, segue um modelo Normal com
média 30 s e desvio padrdo 2 s.

Se a literatura estabelece que o TMF do fonema “A” deve ser maior
que 25 s, qual a probabilidade que um paciente escolhido ao acaso
produzir o fonema com este tempo?
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Distribuicoes Normal

Cuidados!
Z oude 0az 2
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Teorema do Limite Central

« A soma (e por conseguinte a média) de n varidveis independentes
seguirda o modelo Normal, independentemente da distribuicdo das
variaveis individuais.

« A aproximagdo melhora na medida em que n aumenta.
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Teorema do Limite Central
« Se as distribuicdes individuais ndo sdo muito diferentes da Normal,
basta n =4 ou 5 para se obter uma boa aproximagéo.

« Se as distribuigdes individuais forem radicalmente diferentes da
Normal, entdo sera necessario n = 20 ou mais.
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Teorema do Limite Central

Na figura abaixo pode ser visto um desenho
esquematico do teorema do limite central.

o S s I s I
NN N N

Pedro Menezes - 2008

34

Teorema do Limite Central

Exemplo 4: A distribui¢do de probabilidade da variavel resultante
do langamento de um dado segue a distribuigao uniforme, ou seja,
qualquer valor (1,2,3,4,5,6) tem a mesma probabilidade (1/6) de
ocorrer.

No entanto, se ao invés de langar um dado, sejam langados dois
dados e calculada a média, a média dos dois dados seguira uma

distribuigdo aproximadamente Normal.
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1%dado 2Ydado Soma Média  1%dado 2Ydado Soma Média

1 1 2 10 5 2 7 35
1 2 3 15 3 4 1 35
2 1 3 15 4 3 1 35
1 3 4 20 2 6 8 40
301 4 20 6 2 8 40
2 2 4 20 305 8 40
1 4 5 25 5 3 8 40
4 1 5 25 4 4 8 40
3 2 5 25 306 9 45
2 3 5 25 6 3 9 45
1 5 6 30 4 5 9 45
5 1 6 30 5 4 9 45
2 4 6 30 4 6 10 50
4 2 6 30 6 4 10 50
33 6 30 5 5 10 50
1 6 7 35 5 6 11 55
6 1 7 35 6 5 11 55
2 5 7 35 6 6 12 60
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Teorema do Limite Central

Tabela de frequiéncia da média dos dois dados

Média de
dois dados
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
35
4,0
4,5
5,0
55
6,0

Freqiiéncia

W AR NN AW -
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Teorema do Limite Central

Histograma da média dos dois dados

)

6/36

5/36

4136

336

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 40 45 50 55 60 X
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Confirmagédo da normalidade da amostra

Confirmar

Pedro Menezes - 2008 39

13



