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CAPITULO 1

Modelo Probabilistico

1.1- Modelos Deterministicos

Qualquer afirmativa fatual pode ser classificada, quanto a sua veracidade, em:
1°) tautologica — se sempre verdadeira;

2°) contraditoria — quando sempre falsa;

3°) contingente (incerto) — quando for algumas vezes verdadeira e outras falsa.

A verdade e a falsidade podem ser afirmadas sempre que o fendmeno em estudo esta sujeito a
alguma lei que permita prever seus resultados a partir das informagdes disponiveis.

Exemplos:

1. um fio condutor de corrente elétrica partido pode ser “unido” se mergulhado em agua
com sal (sabe-se que ela é condutora de eletricidade);

2. se aquecida até 100° C, a dgua ferve (pois esse € o seu ponto de ebuli¢ao);

3. uma chapa metalica sem tratamento adequado oxida (em razdo da combinag¢do do
oxigénio do ar com o metal de que ela ¢ composta);

4. uma moeda langada para o ar, com certa forga, cai de volta ao solo depois de certo
tempo (em razdo da Lei da Gravitagcdo Universal);

5. se meu salario passar de determinada faixa, terei que me entender com o imposto de
renda;

6. se comprar a crédito, ¢ ndo pagar as prestagdes nos respectivos vencimentos, serei
importunado pelo credor, etc.

E veja que nem sempre as “leis” precisam ser assim complexas:
Exemplo:

Se for informado que determinada urna contém bolas pretas e brancas, ndo ha como esperar que
em alguma extracao surja uma bola vermelha.

Os modelos que explicam as situagdes acima exemplificadas sdo chamados de modelos
deterministicos. Em geral, sio modelos cientificos resultantes de muitos anos (e até mesmo
séculos) de estudo apurado e contribui¢des de muitas geragdes de grandes pensadores.

1.2- Modelos nao Deterministicos (Probabilisticos)

Por outro lado, se o fenomeno ndo estd sujeito a lei alguma (ou melhor, se as leis que o regem
ainda ndo s3o conhecidas), nada pode, em principio, ser afirmado sobre ele. Nesses casos,
dizemos que ele estd sujeito as leis do acaso e o unico modelo possivel para o seu estudo ¢ o
chamado modelo probabilistico. O modelo probabilistico ¢ aquele aplicavel aos fenomenos cujos
resultados exatos em cada experimento futuro sdo desconhecidos e imprevisiveis. O estudo de
tais modelos € o objetivo da teoria das probabilidades; sua aplicagdo s6 ¢ possivel nas situagdes
onde ha incerteza quanto a ocorréncia ou ndo dos eventos estudados.

Acima, fez-se referéncia as “leis do acaso”, idéia um tanto quanto paradoxal, se levarmos em
conta que “lei”, que pressupde regularidade, aparenta ser o oposto de “acaso”, que ¢ sinonimo de
irregularidade. Destaque-se que o paradoxo se resolve no claro entendimento de que o que se
busca ¢ identificar as possiveis regularidades ou simetrias que os fendmenos possam apresentar
quando repetidos muitas vezes.



1.3- Aplicagodes

A utilizagdo da teoria das probabilidades tem crescido com o tempo. De seus primeiros usos nos
jogos de azar, que ainda permanecem nos cassinos, loterias, corridas de cavalo etc., evoluiu até
uma ampla utilizacdo na sociedade em geral.

Exemplos:

1. os economistas as vezes a usam na previsdo da demanda por produtos a serem lancados
futuramente, na previsdo das safras agricolas e na avaliacdo dos impactos dos aumentos
dos impostos sobre a inflagdo;

2. os professores avaliam as chances de determinados alunos serem aprovados ou nio e,
com isso, estimam o percentual de reprovados no periodo ou ano, conforme o caso;

3. os médicos determinam se (e quando) determinado doente devera estar recuperado;

4. os sindicatos estabelecem a chance de determinada categoria entrar em greve;

5. o governo determina até¢ quando serd capaz de manter os precos congelados ou

tabelados, quando ocorrera uma paralisagdo de trabalhadores e quais as suas
implicagdes.

Além dos usos (possiveis) acima relacionados, as probabilidades também nos ajudam no
desenvolvimento e avaliacdo de estratégias de agao.

Exemplos:
1. numa auto-estrada, freamos (ou aceleramos) o carro dependendo da visibilidade, do
nimero de carros ao nosso redor e do policiamento presente (ostensivo ou nao);
2. de manha, saimos de casa com roupas adequadas a nossa expectativa de frio ou calor;
3. as decisdes sobre negdcios ou aplicagdes financeiras sdo rapidas quando as chances de
ganho ou perda sdo altas (especialmente, em termos de curto prazo);
4. os investimentos em pessoal e novos equipamentos sdo feitos se ha razoavel chance de

aumento da produtividade.

1.4- Experimento Aleatorio

O experimento aleatério € aquele que poderd ser repetido sob as mesmas condigdes
indefinidamente. Tal experimento apresenta variagdes de resultados, ndo sendo possivel afirmar
a priori qual ser sua determinagio antes que o mesmo tenha sido realizado. E possivel, porém,
descrever todos os possiveis resultados — as probabilidades.

Exemplos:

1.

O lancamento de um dado constitui um experimento aleatorio, pois esse experimento
poderd ser repetido quantas vezes desejarmos. Antes do langamento, ndo poderemos
dizer qual sera o resultado, mas somos capazes de relatar os “possiveis” resultados: sair
onumero 1,2, 3,4, 50u 6;

o mesmo podemos dizer quando retiramos uma carta de baralho com 52 cartas e
observamos seu naipe.



CAPITULO 2

Variavel Aleatoria

2.1- Conceito

Por variavel aleatoria se entende uma lista de valores ou uma fun¢do genérica que associa um
nuimero conveniente aos eventos componentes do espago amostral de um dado experimento,

sejam eles qualitativos ou quantitativos.

Ex.:Dado o experimento “lancamento de 3 moedas”, determine a probabilidade de dar “pelo

menos uma coroa’” .

X N.° de Caras Eventos Caracteristicos Freqiiéncia
______ 0 | Nemhuma | KKK | I8 ]
______ Lo Uma | CKKKCK,KKC | 38 |
2] Duas | KCC,CKC,CCK | - 38 ]

3 Trés CCC 1/8

C=Cara K=Coroa Espaco Amostral 8/8

2.2- Variavel Aleatoria Discreta Unidimensional

Como “X” pode assumir certos valores com dadas probabilidades, ele ¢ freqiientemente
denominado variavel aleatdria discreta, ou seja, transforma espago amostral ndo numérico em

espago amostral numérico.

O nimero de pontos do espago amostral de um dado experimento pode ser finito ou infinito. Se o
espaco amostral ¢ finito, entdo os eventos sdo enumeraveis e a variavel a ele associada deve
permitir a contagem dos elementos nele contidos. Neste caso, a varidvel aleatéria ¢ dita

“discreta” ou “enumeravel”.

Ex.: Numero de jogadores de um time de futebol.

Numero de torcedores no estadio.
Numero de gols marcados na partida.

2.3- Variavel Aleatoria Continua

Como ja foi dito, o nimero de pontos do espago amostral de um dado experimento pode ser
finito ou infinito. Se o espago amostral ¢ infinito, entdo a contagem do seu numero de elementos
ndo ¢ possivel por nenhum meio. Neste caso, a varidvel aleatoria ¢ dita “continua”, indicando

que ela pode assumir qualquer valor dentro do seu intervalo de validade.

Ex.: - tempo de duragdo de um jogo;

- peso e velocidade da bola na hora do gol.

2.4- Distribuicoes de Probabilidades

Se associarmos a cada ponto do espago amostral a correspondente probabilidade de ocorréncia
do evento, obteremos a distribuicdo (ou espaco) das probabilidades do experimento. Se, além
disso, associarmos a esses mesmos pontos uma variavel aleatéria indicadora, obteremos uma
distribui¢do que pode ser entendida como a distribui¢do das probabilidades das variaveis
aleatorias associadas aos pontos do espaco amostral.
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A distribuigdo assim obtida ird mostrar como a probabilidade total se divide pelos diversos
resultados possiveis do experimento. Ela podera ser totalmente definida tanto pelas frequéncias
simples quanto pelas acumuladas. Essas “distribui¢des de probabilidades” sdo ditas “discretas”
quando a varidvel ¢ discreta (contavel ou enumeravel); se, por outro lado, a variavel aleatdria ¢é
continua, entdo as distribuicdes a elas correspondentes sdo chamadas de “Distribui¢des
Continuas de Probabilidades”.

2.4.1. Distribuicao Discreta de Probabilidade
As distribui¢des de probabilidades recebem o adjetivo “discretas” ou “descontinuas”
quando a variavel aleatéria envolvida ¢ enumeravel ou contavel.

Ex.:ntimero de pegas defeituosas por lote; o de nascimentos por ano; o de paginas de um jornal;

o de nimero de pés de café por alqueire plantado; etc..

2.4.2. Distribuicao Continua de Probabilidade
As distribuicdes de probabilidades sdo ditas “continuas” quando a variavel aleatoria
associada ao evento pode assumir qualquer valor dentro de certo intervalo.

Ex.:peso de uma peca; altura de um aluno; tempo de duracdo de uma sonata; a area de uma
quadra de volei; volume de refrigerante em um copo; etc..

Exercicios de aplicacao:

01) No lancamento de um par de dados honestos onde ‘X’ indique a soma dos pontos obtidos,
demonstre o espago amostral do conjunto.

Entdo a distribuicao de probabilidade ¢ dada pela seguinte tabela.

X 2 3 0 4 | 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
- P (X) o
2P (X)
Funcio de Probabilidade

02) Em 900 lances de 2 dados, em quantos podemos esperar que déem a soma 5?

03) No lancamento de duas moedas a variavel aleatoria X anota o nimero de caras obtidas.
Determine os valores de X e a funcdo de probabilidade associada.
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EXERCICIOS

1°) No lancamento de dois dados a variavel aleatoria X anota, em modulo, a diferenga dos
pontos das faces superiores. Determine os valores de X e a fungdo de probabilidade
associada.

2°) Uma carta ¢é retirada aleatoriamente de um baralho de 52 cartas.
A variavel aleatoria X anota o nimero de damas obtidas nesta retirada.
Determine os valores de X e a fun¢do de probabilidade associada.

3°) Duas cartas sdo retiradas aleatoriamente, sem reposicao, de um baralho comum de 52 cartas.
A variavel aleatoria X anota o nimero de valetes obtidos.
Determine os valores de X e a funcdo de probabilidade associada.

4°) A urna A contém 3 bolas brancas e duas bolas pretas. A urna B contém 5 bolas brancas e 1
bola preta. Uma bola ¢ retirada ao acaso de cada urna, a varidvel aleatoria X anota o nimero
de bolas brancas obtidas. Determine os valores de X e a fun¢@o da probabilidade associada.
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CAPITULO 3

Distribuicoes Discretas de Probabilidade
3.1- Distribuicao de Bernoulli - (James Bernoulli — fim do séc. XVII)

E a mais simples das distribui¢des de probabilidades para variaveis aleatorias discretas e sua
importancia reside no fato de a mesma ser geratriz de outras distribui¢cdes mais complexas como
a distribuicdo binomial e a distribuicdo de Pascal que serdo estudadas oportunamente neste
capitulo.

E um caso particular da distribuicio binomial. Com ela ¢ possivel calcular as probabilidades
associadas a uma unica tentativa do experimento. Neste caso, s6 ha duas possibilidades: fracasso
(ai se atribui ‘0’ a variavel aleatoria) ou sucesso (quando se atribui ‘1’ a varidvel aleatdria).

A formula adequada a este tipo de distribuigao ¢é:

P(x)=P*1-P)"™*

Ex.: Retira-se uma bola de uma urna contendo 30 bolas brancas e¢ 20 verdes. Qual a
probabilidade dessa bola ser verde?

1 1-1
P(vcrdc) = % (l - %) = %
OBSERVACAO: O que é esperanca matematica?

Se uma tabela de mortalidade diz que uma mulher de 50 anos de idade pode esperar viver mais
31 anos, isto ndo quer dizer que realmente esperemos que uma mulher de 50 anos viva até
completar 81 anos e morra no dia seguinte. Da mesma forma, se lemos que uma pessoa espera
comer 104,4 1bs. de carne e beber 39,6 galdes de refrigerante por ano, ou que uma crianga de 6 a
16 anos espera visitar um dentista 2,2 vezes por ano, ¢ 6bvio que a palavra “espera” ndo esta
sendo empregada no sentido usual. Uma crianca ndo pode ir ao dentista 2,2 vezes por ano, e seria
realmente surpreendente se encontrassemos alguém que comesse 104,4 lbs. de carne e bebesse
39,6 galdes de refrigerante em determinado ano. No que diz respeito as mulheres de 50 anos,
umas vivem mais 12 anos, outras vivem mais 20 anos, outras viverdo mais 33 anos,... € a
esperanca de vida de “31 anos ou mais” deve ser interpretada como uma média ou, como
chamamos aqui, como uma esperan¢a matematica.

Originalmente, o conceito de esperanca matematica surgiu em relacdo aos jogos de azar e, em
sua forma mais simples, ¢ o produto da quantia que um jogador aposta pela respectiva
probabilidade de ganho.

Exemplos:
a) Qual ¢ a nossa esperanga matematica quando esperamos ganhar R$ 10,00 se e somente se
uma moeda equilibrada apresentar “cara”?
R.: 10,00 x 1/2 = 5,00

b)Qual ¢ a nossa esperanga matematica se compramos um dos 2.000 bilhetes de rifa de um
aparelho de TV avaliado em R$ 640,007
R.: Como a probabilidade de ganhar o aparelho de TV ¢ 1/2000 = 0,0005, nossa
esperanca matematica ¢ 640,00 x 0,0005 = 0,32

Assim, do ponto de vista econdmico, seria insensato pagar mais de R$ 0,32 pelo bilhete.
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3.1.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicao de Bernoulli

p=p o’ =pq c=.pq

3.2- Distribuicao Binomial

A distribui¢do Binomial constitui uma extensdo da distribui¢do de Bernoulli, sendo aplicada em
problemas nos quais um experimento de Bernoulli ¢ realizado um nimero de vezes
preestabelecido. Cada uma destas realizagdes ¢ denominada prova.

E a distribui¢ido adequada quando os pontos do espaco amostral podem ser agrupados em duas
classes ou categorias mutuamente excludentes, as quais se atribuem os nomes genéricos de
“sucesso” ¢ “fracasso”, indistintamente. Outra forma de caracterizar a distribuicdo Binomial ¢é
dizer que ela ¢ a distribuicao aplicdvel quando o experimento atende as condigdes tipicas do
processo de amostragem de Bernoulli, que sdo as seguintes:

a) ha ‘n’ provas ou observacgdes idénticas (repetidas sempre nas mesmas condigdes);

b) o experimento ¢ constituido de eventos independentes;

¢) s6 ha dois resultados possiveis, que sao mutuamente excludentes (um chamado “sucesso” e o
outro falha ou “fracasso”);

d) como os eventos sdo independentes e as provas repetidas sempre nas mesmas condicdes, as
probabilidades de ocorréncia dos resultados possiveis ¢ constante em todas as tentativas.

A féormula de calculo da probabilidade de certo nimero %’ de “sucessos” em ‘n’ provas de um
experimento sujeito a distribuicdo binomial ¢ dada por:

r r n-r !
Px)=C,.P". q onde: C, =
' (n—r)!

P = Probabilidade de sucesso
q = Probabilidade contraria ou insucesso

Ex.: Joga-se uma moeda seis vezes.
Qual ¢ a probabilidade de se obter exatamente duas vezes a face cara?

3.2.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicio Binomial

p=np  o’=npq o =,npq

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanca matematica, a variancia
e o desvio padrao.

Exercicios de aplicacao:

01) Joga-se um dado seis vezes.
Qual ¢ a probabilidade de se obter quatro vezes ou mais a face 2 ?

02) Uma moeda nao viciada ¢ lancada 8 vezes. Encontre a probabilidade de sair pelo menos uma
cara. (FONSECA: 65)

03) Utilizando os dados dos exercicios acima, calcule a média, a variancia e o desvio padrao para
cada situagao.
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3.3- Distribui¢ao Multinomial (ou Polinomial)

A distribuicdo multinomial ¢ uma generaliza¢do da binomial. Assim ¢ a distribui¢do adequada
quando o experimento tem dois ou mais resultados possiveis mutuamente excludentes.

Suas hipoteses caracteristicas sao:

a) as provas sdo repetidas sempre nas mesmas condigdes;

b) o experimento é constituido de eventos independentes;

¢) o experimento tem vdrios resultados possiveis, mas todos mutuamente excludentes;

d) como os eventos sdo independentes e as provas repetidas sempre nas mesmas condicdes, as
probabilidades de ocorréncia dos resultados possiveis € constante em todas as tentativas.

Numa Distribuicdo Multinomial, a probabilidade de que os eventos X;, ... Xk, cujas
probabilidades de ocorréncia sdo, respectivamente, pj, ... px, ocorram nj, ... ng vezes, em n’
tentativas, ¢ dado por:

— n! ny ny
P(x)=——"— p}' ...p}
n n, .

ey
Onde: n=n; +... + ng € o namero de tentativas ou repeticdes do experimento;

ny, ..., ng €onamero / propor¢do / freqiiéncia dos eventos X, . . . Xx;

pi, ..., Px € aprobabilidade / proporgado / freqliéncia dos eventos xj, . . . Xx.

Ex.: Dadas as maquinas A, B, C e D, que produzem respectivamente 10%, 20%, 30% e 40% da
producao total de certa oficina, determine a probabilidade de um lote de 2 duzias de pecas
aleatoriamente escolhidas terem sido produzidas do seguinte modo: 4 pela maquina A, 5
pela B, 7 pela C e 8 pela D.

24!

P=——"—.0,10*-0,20"-0,30-0,40° P(A=4,B=5 C=7 ¢ D=8) = 0,49%
4151718!

3.3.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicio Multinomial

W,=nmp, O/ =mpg,  G=npy,

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanga matematica, a variancia
e o desvio padrio.

Exercicios de aplicacao:

01) Se um dado honesto ¢ langado 12 vezes, qual a probabilidade de serem obtidos os pontos 1,
2,3,4,5 e 6, exatamente duas vezes cada um? (SPIEGEL: 190)

02) Um dado ¢ lancado 10 vezes. Qual a probabilidade de terem aparecido 2 vezes o nlimero 2,
duas vezes o numero 5, trés vezes o numero 1 e¢ uma vez os demais resultados?
(FONSECA:66)

03) Utilizando os dados dos exercicios acima, calcule a média, a variancia e o desvio padrdo para
cada situacao.
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3.4- Distribuicao Geométrica

Destinada ao calculo de probabilidades de situagdes em que sdo feitas sucessivas tentativas
independentes de um mesmo experimento aleatdrio até que apareca o 1° sucesso.

A probabilidade ¢ calculada através da seguinte expressao:

P(x)=Pq""

Onde: x = nimero de tentativas até o aparecimento do 1° sucesso;
P = probabilidade de sucesso;
q=1-P ¢ a probabilidade de fracasso.

Ex.: Qual ¢ a probabilidade de que um dado deva ser langado 15 vezes para que ocorra a
primeira face 6?

15-1
Pres = Vg Vg =1,298%

3.4.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicado Geométrica
u = y 02 = yz o= \/a/
p p p

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanga matematica, a variancia
e o desvio padrao.

Exercicios de aplicacao:

01) Uma maquina produz pecas das quais 80% sdo consideradas perfeitas e 20% defeituosas.
Qual a probabilidade de a 5* pega ser a 1* a apresentar defeito? (APOSTILA UFJF)

02) A probabilidade de que haja alguma falha no lancamento de uma nave espacial € 10%. Qual
¢ a probabilidade de que para langar a nave seja necessario:
a) 2 tentativas?;
b) no méximo 3 tentativas? (APOSTILA JOSE ANTONIO)

03) Considerando-se os dados do exemplo 02, calcule o numero esperado de tentativas de
lancamento da nave espacial. Calcule também a variancia e o desvio padrao do nimero de
tentativas de lancamento.

3.5- Distribuicao de Pascal (ou Binomial Negativa)

E o caso geral do modelo geométrico. A distribuicdo de Pascal calcula as probabilidades nas
situagdes em que seja necessario certo nimero de repeti¢des antes que ocorra um sucesso. O
sucesso esta na ultima prova.

A probabilidade ¢ calculada através da seguinte expressao:

P(x)=C{,o) - P* g™
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Ex.: Dada uma maquina que produz 20% de pecas defeituosas, qual a probabilidade de a 8* peca
fabricada ser a 5* boa?

Sendon=8, x=5 P=080 e q=0,20, temos:
P(5)=C; 0,802 =C3.0,8°-0,2° =35-0,33-0,008 =9,18%

3.5.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicao de Pascal

uzn cyzzny Gz,/ny
2
P P P

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanga matematica, a variancia
e o desvio padrio.

Exercicio de aplicacéo:

Uma maquina produz pecas das quais 80% sdo consideradas perfeitas e 20% defeituosas. Qual a
probabilidade de a 8 peca fabricada ser a 3* defeituosa? (APOSTILA UFJF)

3.6- Distribuicio de Poisson — Siméon Denis Poisson — (1781-1840)

A distribuicdo de Poisson ¢ uma aproximag¢do da distribui¢do binomial, quando o ntimero de
provas ‘n’ tende para o infinito e a probabilidade ‘p’ do evento em uma prova tende para zero,
mantendo-se finito e ndo nulo o produto ‘np’ (média da distribui¢do).

Na distribui¢do de Poisson se ‘n’ ¢ um valor muito grande e ‘p’ um valor muito pequeno, temos
0 que se chama “acontecimento raro”. Como exemplo de acontecimento raro podemos citar: a
ocorréncia de gémeos, fendmenos meteorologicos de rara apresentagdo, numero diario de
desastres de automovel numa cidade, nimero de objetos defeituosos que aparecem num processo
de fabricacdo, nimero de sementes de ervas daninhas no meio das sementes de uma planta, etc..

Na pratica diz-se que um acontecimento é raro quandon > 50 e p < 0,1

Descreve a probabilidade de certo numero de ocorréncias num dado intervalo, espago ou campo
continuo (tempo, comprimento, area, volume, peso, etc.). Determina, por exemplo, a
probabilidade da ocorréncia de certo nimero de chamadas telefonicas por minuto, de clientes por
hora, de acidentes por dia, de defeitos por m” de tecido, de pés de café por alqueire e lactobacilos
por ml de leite. (Sempre a dupla ‘n’ e ‘p’).

A distribui¢do de Poisson, além da utilizagao para o calculo aproximado da distribui¢do binomial
tem vasta aplicagdo em problemas de fila de espera; controle de qualidade; programagao de

equipamentos; etc..

A formula que calcula as probabilidades numa distribui¢do de Poisson ¢:

ey~ <0

Onde: x = numero de ocorréncias;

= 2,71828; ¢ a base dos logaritmos neperianos;

taxa média de ocorréncias dos eventos por unidade de medida;
= espaco de medida ou nimero de intervalos ou unidades.

- >0
Il
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OBS.: Para facilitar, os valores de A foram tabelados e se encontram no anexol.

Ex.: Sabendo-se que os clientes chegam a uma loja Augusta a razao de 6 por hora, determine a
probabilidade de, durante uma hora qualquer:

a-) nao chegar nenhum cliente:

A = 6 clientes por hora = 6/1; t = 1 hora; x =0

P(0) =

(=6-1) 1)\ 0
w — 0,002479 = 0,25%

b-) chegar ao menos um cliente:

P(X>1)=1-P(0)=100-0,2479 = 99,75%

3.6.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicao de Poisson

p=At o’ =it o=\t

Exercicios de aplicacao:

01)Em média ha 2 chamadas por hora num certo telefone. Calcular a probabilidade de:
(FONSECA: 68)
a- nenhuma chamada em 90 minutos;
b- se receber no maximo 3 chamadas em 2 horas;

02) Suponha que haja em média 2 suicidios por ano numa populagdo de 50.000 habitantes. Em
uma cidade de 100.000 habitantes, encontre a probabilidade de que em um dado ano tenha
havido: (FONSECA: 71)

a- nenhum suicidio;

b- um suicidio;

c- dois suicidios;

d- dois ou mais suicidios.

03) Suponha 400 erros de impressdo distribuidos aleatoriamente em um livro de 500 paginas.
Encontre a probabilidade de que uma dada pagina contenha: (FONSECA: 71)
a- nenhum erro;
b- exatamente 2 erros.

04) Certo tipo de maquina apresenta em média 18 falhas a cada 60 horas de trabalho. Calcule a
média, a variancia e o desvio padrdo do nimero de falhas em 8 horas de trabalho desta
maquina. (APOSTILA JOSE ANTONIO)

05) Num processo de fabricacdo de certo tipo de aparelho, ocorrem em média 1,6 defeitos por
aparelho. Se o fabricante paga uma indeniza¢do de R$20,00 por aparelho com mais de 2
defeitos, qual € o custo esperado desta indeniza¢do na venda de 500 aparelhos? (APOSTILA
JOSE ANTONIO)
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EXERCICIOS

DISTRIBUICAO BINOMIAL

1°) Uma empresa produz 10% de pegas defeituosas. As pecas sdo embaladas em caixas que
contém 12 pecas. Calcule a probabilidade de um cliente comprar uma caixa contendo:
a) nenhuma pega defeituosa;
b) uma peca defeituosa. (ERMES: 37)
R.: a) 28,24%  b) 37,66%

2°) Admitindo-se que os nascimentos de meninos e meninas sejam iguais calcular a
probabilidade de um casal com 6 filhos ter 4 filhos homens e 2 mulheres. (FONSECA: 68)
R.: 23,44%

3°) Se 5% das lampadas de certa marca sdo defeituosas, achar a probabilidade de que, numa
amostra de 100 lampadas, escolhidas ao acaso, nenhuma apresente defeito. (FONSECA: 69)
R.: 0,95

4°) Uma VAD X tem distribui¢do binomial com media igual a 3 e variancia igual a 2.
Calcule P(X = 2). (APOSTILA JOSE ANTONIO)
R.: 23,41%

5°) Uma empresa compra matrizes para grafica em pacotes contendo 5 matrizes. Sabe-se que
20% das matrizes compradas tém defeitos de fabricagdo que implicam na sua utilizagao.
Calcule a probabilidade de: (APOSTILA JOSE ANTONIO)
a) um pacote conter mais da metade das matrizes oxidadas;
b) pelo menos 2 pacotes de um grupo de 6 pacotes conterem uma matriz inutilizada.
R.: 2)5,79% b) 78,15%

6°) Um produtor de sementes vende pacotes com 20 sementes cada. Os pacotes que

apresentarem mais de uma semente sem germinar sdo indenizadas. A probabilidade de uma

semente germinar é 0,98. (APOSTILA JOSE ANTONIO)

a) Qual ¢ a probabilidade de que um pacote ndo seja indenizado?;

b) se o produtor vende 1.000 pacotes, em quantos se espera indeniza¢ao?;

¢) quando o pacote ¢ indenizado, o produtor tem um prejuizo de R$1,20, e se o pacote nao
for indenizado, o produtor tem um lucro de R$2,50. Qual o lucro liquido esperado por
pacote?;

d) calcule a média, a variancia e o desvio padrao do numero de sementes por pacotes que
germinam.

R.:2)94,01% b)60 ¢)R$2,28 d)p=196; o°=039% o =0,63

DISTRIBUICAO MULTINOMIAL

7°) Uma caixa contém 5 bolas vermelhas, 4 brancas e 3 azuis. Uma bola ¢ escolhida ao acaso da
caixa, sua cor ¢ observada, e a bola ¢ entdo recolocada. Determinar a probabilidade de, entre
6 bolas assim escolhidas, 3 serem vermelhas, 2 brancas e 1 azul. (SPIEGEL: 204)
R.: 12,06%

8°) Sabem-se que as probabilidades referentes a declaragdes de imposto de renda sdo as
seguintes:
- 0,6 de ser preenchida corretamente;
- 0,2 de conter erros favoraveis ao contribuinte;
- 0,1 de conter erros favoraveis ao fisco;
- 0,1 de conter erros favoraveis ao contribuinte e ao fisco.
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Em 10 declaragdes selecionadas ao acaso, qual a probabilidade de 6 estarem corretas, 2 com
erros a favor do contribuinte, 1 com erro a favor do fisco ¢ 1 com os 2 tipos de erro?
(APOSTILA UFJF)

R.: 4,7%

9°) No estoque de certa loja existem refrigeradores das marcas A, B e C. Sabe-se que as
probabilidades de que sejam vendidos os refrigeradores das marcas A, B e C sdo 35%, 25% e
40%.
a) Se forem vendidos 20 refrigeradores qual a probabilidade de que sejam 6 da marca A, 9
da marca B e 5 da marca C?;

b) Admitindo-se que sejam vendidos 200 refrigeradores calcule a media e o desvio padrédo
do numero de refrigerantes de cada marca. (APOSTILA JOSE ANTONIO)
R.: a) 0,56% b)u, =70; pz=50; pu.=80; o, =67, oc,=061 oc.=26,9;

DISTRIBUICAO GEOMETRICA

10°) Sabe-se que 20% das pecas de um estoque sdo defeituosas. Um experimento consiste em
retirar pecas, uma de cada vez, com reposicao, até que se obtenha uma peca defeituosa.
a) Qual a probabilidade de que a peca defeituosa seja retirada na 3* tentativas?;
b) qual a probabilidade de serem necessarias mais de 3 tentativas para se retirar uma peca
defeituosa?;
c) calcule a média, a variancia e o desvio padrao do nimero de retiradas até que se obtenha
uma peca defeituosa. (APOSTILA JOSE ANTONIO)

R.:2)12,8% b)512% ¢ p=5 o>=20 o=45

11°)O custo operacional em cada tentativa de langamento de um foguete ¢ R$100.000,00. Se
houver falha, ocorrera um custo extra de R$ 50.000,00, em virtude de consertos na
plataforma de langcamento. A probabilidade de um langamento bem sucedido em cada
tentativa ¢ 0,8. (APOSTILA JOSE ANTONIO)
a) Qual a probabilidade de serem necessarios mais de 3 tentativas para o langamento do

foguete?;

b) qual € o custo esperado do processo?
R.: a) 0,8% b) R$137.500,00

DISTRIBUICAO DE PASCAL (Binomial negativa)

12°) Uma empresa recebeu uma encomenda para fundir 3 pecas complicadas. A probabilidade de
se conseguir um molde adequado ¢ 0,4, sendo o molde destruido quando a pega ¢ retirada.
Para atender a encomenda, qual a probabilidade de ser necessario fundir:
a) exatamente 4 pecas?;
b) no maximo 6 pecas? (APOSTILA JOSE ANTONIO)
R.: a) 11,52%  b) 45,57%

13°)Uma empresa recebe uma encomenda para produzir 5 unidades de certo artigo. A
probabilidade de se obter uma unidade sem defeitos ¢ 0,8. O custo de cada unidade ¢
R$50,00 e se a unidade apresentar algum defeito ocorre um custo adicional de R$10,00.

a) Qual a probabilidade de que seja necessario produzir pelo menos 8 unidades para atender
a encomenda?;

b) qual o preco a ser cobrado pelo servico para que se tenha um lucro esperado de
R$100,00? (APOSTILA JOSE ANTONIO)

R.: a) 14,8% b) R$425,00
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DISTRIBUICAO DE POISSON

14°) Se a probabilidade de um individuo sofrer uma reagdo nociva, resultante da injecdo de um
determinado soro, ¢ 0,001, determinar a probabilidade de, entre 2.000 individuos:
a- exatamente 3 sofrerem aquela reacao;
b- mais do que 2 sofrerem aquela reagao.
R.: a) 18,0% b) 32,3%

OBS.: Demonstrar a resolucao do exercicio acima através da distribui¢cao binomial.
(SPIEGEL: 203)

15°) Uma maquina produz nove pecas defeituosas a cada 1.000 pecas produzidas. Calcule a
probabilidade de que em um lote que contém: (ERMES: 43)
a) 200 pecas, sejam encontradas oito pecas defeituosas;
b) 500 pecas, nao haja nenhuma peca defeituosas.
R.: a) 0,045% b) 1,11%

16°) Supondo que o numero de carros que chegam a uma fila do guiché de um pedagio tem
distribuicdo de Poisson a uma taxa de trés por minuto, calcule a probabilidade de que
cheguem cinco carros nos proximos dois minutos. (ERMES: 44)
R.: 16,06%

17°)Um tear produz um defeito a cada 200 m de tecido produzido. Se o nimero de defeitos
admite distribuicdo de Poisson, calcule a probabilidade de: (ERMES: 44)
a) uma peca com 20 m nao apresentar defeitos;
b) um lote de 10 pecas de 20 m cada, apresentar exatamente um defeito
R.: a) 90,48% b) 36,79%

18°)Em certo tipo de tecido ocorrem em média 3 defeitos a cada 2 m”. Calcule a probabilidade
de que numa pega de 1,5 m* deste tecido ocorram: (APOSTILA JOSE ANTONIO)
a) nenhum defeito;
b) menos de 4 defeitos;
¢) pelo menos 3 defeitos.
R.: a) 10,54% b) 80,94% ¢) 39,07%

19°) Certo tipo de equipamento elétrico consome 750 metros de fio. Sabe-se que o fio rompe em
média duas vezes a cada 1.000 metros. O lucro e a qualidade deste equipamento sao
relacionados de acordo com o quadro a seguir

Qualidade N.° de emendas Lucro
1? Nenhuma R$100,00
2° Uma ou duas R$60,00
3? Mais de duas R$40,00

Se a produgdo anual deste equipamento ¢ de 10.000 unidades, qual o lucro esperado em um
ano? (APOSTILA JOSE ANTONIO)
R.: R$651.000,00
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CAPITULO 4

Distribui¢cdoes Continuas de Probabilidade
4.1- Distribuicio Exponencial

A distribuicao exponencial ¢ a distribui¢do de probabilidade do intervalo ‘#” entre dois sucessos
consecutivos de uma lei de Poisson.

A distribuicdo exponencial ¢ a adequada ao estudo das probabilidades de ocorréncias de certos
intervalos ou espagos continuos entre eventos. E aplicavel a situagdes como o tempo (ou
distancia) entre erros de operagdo de um equipamento, o tempo entre os gols num jogo de
futebol, entre a chegada de navios, trens, onibus, etc..

f(x)

»
»

t X

Uma v. a. X terd distribui¢do exponencial se sua fun¢ao de densidade de probabilidade for da
seguinte forma:

-AX
f(x)z{xe para x>0, A >0

0 para outros valores de x

A determinagdo de probabilidades para a distribuicdo exponencial envolve o calculo de areas sob
curva de densidade, problema que exige recursos do célculo integral.

Pode-se mostrar que, se 7 tem distribuicdo exponencial com parametro A, entdo:

P(T>t)=e™
P(T<t)=1—-e™

Onde: t = periodo de avaliagao;
A = 1 dividido pela média das ocorréncias.

Ex.: Se os clientes chegam a uma loja da Augusta a razdo de 6 por hora, qual a probabilidade de
que o primeiro cliente:

a-) s6 chegue 40 minutos depois de ela ter sido aberta?
A =6/60=1/10=0,1, ou seja, média de 1 cliente a cada 10 minutos.
P(T>40) = ¢ ™% =¢*=183%

b-) chegue no primeiro quarto de hora apo6s ela ter sido aberta?

P(T<15) = l—-e ™Y = 1-¢ = 77,69%
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4.1.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribuicio Exponencial

H1=% 62:%2 G:%

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanga matematica, a variancia
e o desvio padrao.

Exercicios de aplicacao:

01) Os defeitos de um tecido seguem a distribuicdo de Poisson com média de um defeito a cada
400 m. Qual a probabilidade de que um intervalo entre dois defeitos consecutivos seja:
(FONSECA: 84)

a) no minimo de 1.000 m;
b) entre 800 ¢ 1.000 m;
c) calcule a média e a variancia da distribuicao.

02) Se as interrupgdes no suprimento de energia elétrica ocorrem segundo uma distribui¢ao de
Poisson com a média de uma interrup¢ao por més (quatro semanas), qual a probabilidade de
que entre duas interrupgdes consecutivas haja um intervalo de: (FONSECA: 89)
a) menos de uma semana;
b) exatamente um més;
¢) mais de trés semanas;
d) entre 10 e 12 semanas.

4.2- Distribuicio Retangular ou Uniforme

A distribuicao uniforme ¢ adequada quando a varidvel aleatoria se distribui por igual dentro da
sua escala de possiveis valores. Em outras palavras, ela deve ser adotada quando nada nos
indicar que um valor em particular ¢ preferivel, mais freqiiente ou mais provavel que outro
qualquer, fazendo supor que os eventos ocorrem de modo constante ou uniforme.

E a mais simples das distribuicdes de probabilidades de variavel aleatéria continua, sendo
utilizada em condi¢des bastante restritas.

! para a<x<b
f(x)=<b-a
0 parax<a e x>b
A
1
b-a 100% do
Espaco Amostral
a c d b

No grafico acima, sabendo-se com toda certeza que dado evento ocorre no intervalo [a, b], a
probabilidade de que ele ocorra no subintervalo [c, d] ¢ dada por:
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P(c<x<d)=2
AB

Onde: CD = d—c indicaa amplitude do intervalo onde espera-se encontrar a v.a..
AB = b—a indica a amplitude do intervalo em que certamente se encontrard a v.a..

Ex.: Dado que o volume de refrigerante num copo enchido por uma maquina post-mix, varia
uniformemente entre 270 ml e 300 ml, pede-se a probabilidade de se obter um copo com
menos de 290 ml.

P70 < X <290) = 20=210 20 _2_ 6 670,
300-270 30 3

4.2.1- Esperanca Matematica, Variancia e Desvio Padrao da Distribui¢do Uniforme.

2
_a+tb o _(b-a) b-a

2 12 °T 2

Ex.: Considerando-se os dados do exemplo anterior, calcule a esperanga matematica, a variancia
e o desvio padrao do volume de refrigerante num copo enchido por uma maquina post-mix.

Exercicios de aplicacao:

01) Um ponto ¢ escolhido ao acaso no segmento de reta [0, 2]. Qual serd a probabilidade de que
o ponto esteja entre 1 € 3/2? (FONSECA: 73)

02) Um ponto ¢ escolhido ao acaso no segmento de reta [1, 4]. Qual sera a probabilidade de que
o ponto esteja entre: (FONSECA: 84)
a- 2e3;
b- 0,5¢2,5;
c- seja exatamente o 2.

03) Calcule a média, a variancia e o desvio padrao com os dados dos exercicios acima.

4.3- Distribuicao Normal ou Curva Normal ou Distribuicio de Gauss — Carl Friedrich.
Gauss — astronomo — (1777-1855)

A distribuicdo normal tem significativa importancia no estudo da distribuicao das médias e das
propor¢des amostrais de grandes amostras.

A distribuicdo normal é a mais importante das distribui¢des continuas de probabilidade porque
um grande niimero de variaveis aleatorias associadas a experimentos reais tem distribui¢des de
probabilidades que se aproximam da distribui¢do normal.

Também conhecida, como ja foi dito, “curva em forma de sino” ou de “montanha”, tem sua
origem associada aos erros de mensuracdo normalmente observados pelos cientistas nas
medicoes efetivas das grandezas fisicas (como distancias, pesos, volumes, etc.).

E sabido que, quando se efetuam repetidas mensuragdes de determinada grandeza com um
aparelho equilibrado, ndo se chega ao mesmo resultado todas as vezes; obtém-se, ao contrario,
um conjunto de valores que oscilam, de modo aproximadamente simétrico, em torno do
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verdadeiro valor. Construindo-se o histograma desses valores e o correspondente poligono de
freqiiéncia, obtém-se uma poligonal aproximadamente simétrica.

Inicialmente se supunha que todos os fenomenos da vida real devessem ajustar-se a uma curva
em forma de sino; em caso contrario, suspeitava-se de alguma anormalidade no processo de
coleta de dados. Dai a designa¢do de curva normal.

A observagdo cuidadosa subseqiiente mostrou, entretanto, que essa pretensa universalidade da
curva, ou distribuicdo normal, ndo correspondia a realidade. De fato, ndo sdo poucos os
exemplos de fendmenos da vida real representados por distribuigdes nao-normais (curvas
assimétricas).

A distribui¢do normal desempenha, ndo obstante, papel preponderante na estatistica, e os
processos de inferéncia nela baseados tém larga aplicacao.

4.3.1- Caracteristicas (propriedades) da Curva Normal

1*) E um modelo tedrico e tem forma de sino ou de montanha;

2%) ¢ simétrica em relacdo ao ponto central (o de maxima freqiiéncia);

3*) dada a simetria da distribui¢do, 50% dos valores sdo inferiores a média e 50%
superiores a ela;

4%) ¢ unimodal, ou seja, no seu pico coincidem a média, a mediana e a moda;

5% por ser o padrao de enviesamento e afilamento, tem-se que todos os momentos e
os coeficientes de assimetria sdo iguais a zero e o coeficiente de curtose igual a
0,263;

6) ¢ assintdtica em relacao ao eixo horizontal, ou seja, prolonga-se indefinidamente
para a esquerda e para a direita sem jamais toca-lo;

7*) fica completamente especificada pela média e pelo desvio padrao da variavel;

8") ha uma curva normal para cada combinagdo de média e desvio padrio;

9%) qualquer distancia medida em desvios padrio, acima ou abaixo da média, tem a
mesma area sob a curva - ela é simétrica. Com isto a area sob a curva ¢ igual a 1.

4.3.2- Calculo das Probabilidades
As probabilidades associadas a distribui¢do normal sdo dadas pela integral da sua
funcdo de densidade, dada a seguir:

_lZZ _lZZ
e’ 1 e’
f(x)=——— ou Pla<x<b)=—— ’; dx
o\N27@ \/271"[ o}
Onde: Z=u
c

Como se observa, calcular as areas (e as probabilidades) pela formula acima nao ¢ tarefa facil.
Por essa razdo, os principais valores foram previamente calculados e os resultados encontram-se
na Tabela de Distribuigao Normal (ANEXO 2 — Tabela Curva Normal, pagina 84).

4.3.3- Distribuicao Normal Padronizada ou Normal Reduzida

A montagem da tabela de probabilidades associada a distribui¢do normal sé ¢
possivel com uma padronizacdo. Isso porque na pratica hd uma série infinita de distribui¢des
normais, cada uma produzida por um par de valores (média e desvio-padrao). A “padronizaciao”
¢ feita adotando-se uma distribuicdo particular como referéncia e transformando os valores reais
em relativos. A distribuicdo de referéncia — chamada de distribuicdo padronizada ou varidvel
normal padronizada ou varidvel normal reduzida ou escala ‘Z’ ou escore ‘Z’ — mede o
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afastamento das variaveis em relacdo a média, em nimero de desvios-padrdes E aquela na qual a
média da distribuigdo ¢ igual a ‘0’ e o desvio-padrao da distribuicdo ¢ igual a “1°.

O calculo do escore Z’ ¢ feito pela expressao:

= Formula para Populagao

7=— = Formula para Amostra

Onde: Z = numero de desvios-padroes, a contar da média;
X = valor qualquer da variavel aleatoéria;
p = média da distribui¢ao;

6 = desvio-padrao da distribuicao.

Ex.: 1) Determinar a area sob a curva normal padronizada a esquerda de 1,72.

)

2) Determinar a area sob a curva normal padronizada abaixo de Z = —0,53.

)

Exercicios de aplicacio:

1) Determinar a probabilidade da v.a. padronizada Z estar entre Z, = 0,70 ¢ Z,=1,35.

)

2) Determinar a probabilidade da v.a. padronizada Z estar entre Z,=-0,60 e Z,= 1,30

)
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3) Determinar a probabilidade de a v.a. reduzida Z tomar valores maiores do que 1,80.

4) Calcular, usando a tabela da distribui¢ao normal padronizada, as seguintes probabilidades:
a) P(0<Z<1,34) b)P (-2,58 <Z<0) c)P(Z>1,54)

5) Determine os valores da variavel normal padronizada correspondente as seguintes
probabilidades:

a)P(Z<2)=0,0901 b)P(Z>2)=0,1401 ¢) P (|Z] >2)=0,0308

OBSERVACAQO: Os problemas da vida real ndo se apresentam ja na forma reduzida; ao
contrario, sdo formulados em termos de variavel normal original “X”, com
média p e desvio padrdo o. E preciso entdo, antes de passarmos a sua

resolugdo, transforma-la na varidvel normal reduzida, que ¢ o Escore
Padronizado “Z”, visto anteriormente.

Exemplo:
A taxa de hemoglobina no sangue de pessoas que gozam de boa saude segue uma
distribuicdo normal com média 12 e desvio padrao 1.
Qual a probabilidade de se encontrar uma pessoa normal com taxa de hemoglobina:
a) Superior a 15?
b) Inferior a 10?
¢) Entre 10 e 13?
d) Num grupo de 500 pessoas, em quantas devemos esperar as caracteristicas acima?

15-12
1

Solugao: letra a) Padronizando X =15 = Z= 3

P (X>15)=P (Z>3)=0,5000 — 0,4987 = 0,0013 = 0,13%.

Exercicios de aplicacao:

1) Suponha-se que a renda anual de Sao Paulo tenha uma média de R$5.000,00 com desvio
padrao de R$1.500,00. Admitindo-se uma distribuicdo normal, que podemos dizer de uma
renda de R$7.000,00?
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Conclusoes:

2) Sabendo-se que o didmetro de um rolamento que segue uma distribui¢do normal, tem média
igual a 100 mm e desvio padrdo igual a 5 mm, determine:

A) A porcentagem de diametros abaixo de 98 mm.

B) A medida do diametro, acima da qual, tem-se 10% de diametros.

3) Uma distribuicdo normal tem média igual a 62,4. Determinar o desvio padrdo se 0,33 da area
sob a curva estdo a direita de 79,2.

4) Certa maquina de empacotar arroz produz pacotes cujo peso tem distribuicdo normal com
desvio padrao de 40 g. para quanto deve ser regulado o peso médio dos pacotes para que
menos de 9,51% dos pacotes tenham menos de 4.972 g?
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EXERCICIOS

DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

1°) Se o tempo médio entre um pedido e o atendimento em um restaurante ¢ uma v.a. com
distribuicdo exponencial com média 10 min, determine: (APOSTILA UFJF)
a) probabilidade de espera superior a 10 minutos;
b) probabilidade de espera inferior a 10 minutos;
c) probabilidade de espera inferior a 3 minutos.
R.: 2)36,8% b)63,2%  ¢)259%

2°) A duragdo de certa marca de condensador tem distribuicdo exponencial com média de 200
horas. Qual ¢ a propor¢do de condensadores que duram: (ZA)
a) menos de 100 horas;
b) mais de 500 horas;
c) entre 200 e 400 horas.
R.: a) 39,35% b) 8,21% ¢) 23,25%

3°) Certa marca de lampada tem distribui¢do aproximadamente exponencial, com vida média
de 1.000 horas. Determinar a percentagem das lampadas que queimardo antes de 1.000
horas. (SOARES: 133)
R.: 63,2%

4°) Um montanhista esta perdido no flanco de uma montanha, fazendo sinal com sua lanterna
para atrair a atencdo de uma patrulha de salvamento. Se o tempo, em horas, que a lanterna ¢
capaz de emitir um feixe de luz visivel embaixo ¢ uma v. a. exponencial com pardmetro
A =1/6, qual a probabilidade de o sinal luminoso ser visto por ao menos 3 horas?
R.: 60,65%

DISTRIBUICAO UNIFORME

5°) Um entreposto comercializa diariamente entre 100 e 200 toneladas de um cereal, com
distribuicdo uniforme de probabilidades.
Sabendo-se que o ponto de equilibrio para esta operagdo corresponde a uma venda de 130
toneladas por dia, calcule a probabilidade de o comerciante realizar prejuizo em determinado
dia. (ERMES SILVA: 68)
R.: 30%

6°) Uma VAC tem distribui¢do uniforme entre 2 ¢ 7. Qual ¢ a média e o desvio padrdo desta
variavel? (APOSTILA JOSE ANTONIO)
R.: p=4,5; c= 1,44

7°) Uma variavel aleatdria x tem distribui¢do uniforme no intervalo [3,5]. (ERMES: 69)
a) Determine a funcdo de densidade de probabilidade associada;
b) construa o grafico desta fungao.

8°) Uma variavel aleatoria x tem distribuicao uniforme no intervalo [0,10]. Determine:
a) amédia da distribuicao;
b) o desvio padrao. (ERMES: 69)
R.:a)5 b)2,89
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DISTRIBUICAO NORMAL

9°) Calcular, usando a tabela da distribuicdo normal padronizada, as seguintes probabilidades:
a) P(0<Z<1,24) b)P (-2,63 <Z<0) c)P(Z>1,24) d)P (Z <-2,63)

e) P(Z<1,24) HP(-2,63<Z<124) gP(Z>-2,63) h)P(1,24<Z<2,63)
R.: 2)39,25% b) 49,57% ¢) 10,75% d) 0,43%
e) 89,25% f) 88,82% g) 99,57% h) 10,32%

10°) Determine os valores da varidvel normal padronizada correspondente as seguintes
probabilidades:

a)P(Z<2)=0,9922 b)P(Z>2)=0,0764 c)P(Z>2)=0,9099 d)P(|Z] <z)=0,95

R.: a) 2,42 b) 1,43 ¢)—1,34 d) 1,96

11°)Um cereal ¢ ensacado automaticamente, sendo o peso médio da saca igual a 50 kg com

desvio padrao de 1,6 kg. Havera uma indenizagao de R$5,00 para cada saca fornecida com

menos de 48 kg. Admitindo-se que o peso das sacas tem distribui¢gdo normal, responda aos

seguintes quesitos:

a) qual serd o custo médio no caso de serem fornecidas 200 sacas?

b) para quanto se deve regular o peso médio das sacas para que o custo de indenizagao de
200 sacas caia para R$40,00?

¢) como o administrador da producao acha desvantajoso para o custo total regular a
maquina para aumentar o peso médio, ele pretende que a empresa adquira uma nova
maquina para aumentar o peso médio, ele pretende que a empresa adquira uma nova
maquina que mantém o peso médio da sacas em 50 kg. Qual deve ser o desvio padrdo
para que se pague indenizacao apenas de 3% das sacas produzidas?

d) supondo que o custo do produto ensacado seja R$40,00 por saca, qual € o custo esperado
de 500 sacas ao incluir as indenizagdes, considerando-se a maquina antiga ¢ a nova
maquina?

R.: a) R$105,60 b)50,8kg c¢) 1,06 kg d) antiga: R$10.264,00; nova R$20.075,00

12°) Os fios elétricos produzidos por certa empresa sdo cortados automaticamente e vendidos em
rolos de 100 m. Devido aos erros da maquina, os comprimentos nos rolos se distribuem
normalmente com desvio padrao igual a 1 m. O custo de cada metro de fio para a empresa ¢é
R$3,00 por metro. Para reduzir as reclamagdes dos consumidores, estabeleceu-se que a
empresa pagara multa de R$ 21,00 para cada rolo que apresentar comprimento menor que 99
m. Sabendo-se que a maquina pode ser regulada para produzir rolos com comprimento
médio de 100, 100,5 m ou 101 m e considerando-se o comprimento do fio uma VAC
normalmente distribuida, determine a regulagem mais economica para a empresa.

R.: A regulagem da maquina para o comprimento médio de 100,5 m é a mais
econdmica pois o custo total esperado ¢ R$302,90 enquanto os custos para as
regulagens do comprimento médio para 100 e 101 m acarretam custos totais esperados
de R$303,33 e RS 303,48, respectivamente.



CAPITULO 5 — (RESUMO)

Testes de Hipoteses Aplicaveis a Pesquisa

Fundamentos
do Teste de
Hipoteses

Objetivos
» Desenvolver métodos de
testes de hipéteses para
analisar diferengas;

* Tomar decisdes

Metodologia de Teste de
Hipoteses

*Exemplo

O Gerente de produgdo esta
preocupado em avaliar se o
processo esta funcionando de
modo a assegurar que, na
média, a quantidade apropriada
de cereal (isto é, 368 gramas)
esta sendo colocada em cada
caixa.

Metodologia de Teste de
Hipoteses

* Se o conteido médio, no
processo como um todo, é
de 368 gramas.

Decisao

* Nenhuma agéao corretiva é
necessaria.

Metodologia de Teste de
Hipoteses

* Se o conteudo médio
ndo ¢é igual a 368
gramas.

Decisao

* Acdes corretivas sao
necessarias.

Metodologia de Teste de
Hipoteses

POPULACAO| —» | PARAMETROS |

| |

| AMOSTRAS | —> [ESTIMADORES|

Metodologia de Teste de Hipoteses

» Hipoteses formuladas pelo
Gerente de Producgéo:

O processo esta sob controle,
isto é, a média de contetudo de
cereais é igual a 368 gramas.

A hipétese de que o parametro
da populagdo seja igual a
especificagdo da empresa ¢é
identificada como

Hipétese nula

Metodologia de Teste de
Hipéteses

Hy: p=368 Hipoétese nula

H,: p# 368 Hipotese alternativa

Metodologia de Teste de
Hipoteses

A metodologia de teste de
hipotese é projetada de modo
que nossa rejeicdo a hipotese
nula se baseie em evidéncia a
partir da amostra, e que nossa
hipétese alternativa seja bem
mais provavel de ser verdadeira.

Metodologia de Teste de
Hipéteses

Aceitar a hipétese nula (Hy) ndo
é prova de que ela seja
verdadeira.

A decisdo de aceitar H,, nos
leva a concluir que ndo existem
evidéncias suficientes para
garantir a sua rejeigao.

29
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O Valor Critico da Estatistica
do Teste

A quantidade de cereal por
caixa é igual a 368 gramas?

Coletou uma amostra de
caixas, pesou cada caixa e
calculou a média aritmética

O Valor Critico da Estatistica
do Teste

Nio Aceita a
_> . r
Hipotese H,

X esta muito
distante de p?

Siml

da amostra.

Rejeita a
Hipotese H,

Muito proximo?
Muito longe? ...

A metodologia de teste de
hipoéteses avalia tais
diferengas e nos possibilita
quantificar nosso processo
de tomada de decisao.

Regioes de Rejeicao e de
Nao-Rejeicao

Regiao de
Aceitagao

Regiao de Rejelga%|\ egido de Rejeicao

Valor Valor de u Valor
Critico da hipétese nula Critico




Regioes de Rejeicao e de
Nao-Rejeicao

Nivel de Confianga
(1-o)

Nivel de significancia Nivel de significancia
/2 /2
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Valor Valor de u Valor
Critico da hipétese nula Critico
Riscos na Tomada de Decisao Riscos na Tomada de Decisao
Erro do tipo I (o)) Decisio Situagao Veridica
Q"fando uma h'p°tese_ for Estatistica | H, € verdadeiro H, é falso
rejeitada quando deveria ser
aceita. Aceitar H, Co(:fian)ga Erro d; tipo Il
=a
Erro do tipo IT (B)
Quando uma hipoétese for Reieitar 4. | EFfodotipol | Poder do Teste
aceita quando deveria ser ! ° a (1-8)
rejeitada.

ESTATISTICA DE TESTE

O teste Z de Hipoteses para a
média populacional (o conhecido)

zZ. =X_H

teste
0]
i

= Média das amostras
Média da populacao

ONDE: Desvio Padrao da populacgao

= a F A
Il

= Numero de elementos da amostra
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O teste Z de Hipoteses para a
média populacional (o conhecido)

Hy,: 1 =368 Hipotese nula
H,: u =368 Hipotese alternativa

Exercicio de Aplicacao
Testar estas hipoéteses, sendo:
a) nivel de significancia de 5%;
b) amostra de tamanho 25;

c) média dessa amostra = 372,5;
d) o (desvio padrao) = 15;

O teste Z de Hipoteses para a

média populacional (¢ conhecido)
_372,5-368 _

teste
17 Nao rejeitar H,
\ 25 R

Nivel de Confianga
(1- 0,05)=95%

Z

Nivél de significancia
a/2=2,5%

Nivel de significancia
a/2=2,5%

Valor ! p=368 & ! Valor

Critico v Critico
=-1,96 1,50 = 1,96




EXERCICIOS

1° Exercicio

Suponha que o gerente de uma loja de
comércio de tintas queira calcular a verdadeira
quantidade de tinta contida nas latas de um
galao, compradas de um fabricante
nacionalmente conhecido.

Sabe-se, pelas especificagbes do fabricante,
que o desvio padrao da quantidade de tinta é
igual a 0,02 galao. Uma amostra aleatéria de 50
latas é selecionada, e a quantidade média de
tinta por lata de 1 galao é igual a 0,995 galao.
Existem evidéncias de que a quantidade média
seja diferente de 1,0 galao? (utilize o = 0,01)

2° Exercicio

O gerente de controle de qualidade de uma
fabrica de lampadas de filamento precisa
calcular a vida util média de uma grande
remessa de lampadas.

Sabe-se que o desvio padrdao do processo é
de 100 horas.

Uma amostra aleatéria de 50 Ilampadas
indicou uma vida util média da amostra é igual
a 350 horas.

Ha evidéncias de que a vida util média seja
diferente de 375 horas? (utilize a = 0,05)

3° Exercicio
A divisdo de inspecdao do Departamento de
Pesos e Medidas de Sao Paulo esta interessada
em calcular a real quantidade de refrigerante
que é colocada em garrafas de 2 litros, no setor
de engarrafamento de uma grande empresa de
refrigerantes.
O setor de engarrafamento informou a divisdao
de inspec¢ao que o desvio padrao para garrafas
de 2 litros é 0,05 litro.
Uma amostra aleatéria de 100 garrafas de 2
litros, obtida deste setor de engarrafamento,
indica uma média da amostra de 1,99 litro.
Ha evidéncias de que a quantidade média nas
garrafas seja diferente de 2,0 litros? (utilize o =
0,05)

33
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CAPITULO 5 — (MATERIAL COMPLETO)

Testes de Hipoteses Aplicaveis a Pesquisa

5.1- Decisoes estatisticas

Na pratica, somos chamados com muita freqliéncia a tomar decisdes acerca de populacdes,
baseadas nas informacoes das amostras. Essas decisdes sao denominadas decisdes estatisticas.

Ex.:

Pode-se desejar decidir, com base em dados amostrais, se um novo soro ¢ realmente eficaz
na cura de uma doenca, se um processo educacional ¢ melhor do que outro, se uma certa moeda
¢ viciada etc..

5.2- Hipoteses estatisticas. Hipoteses nulas

Ao se tentar chegar as decisdes, ¢ conveniente a formulacdo de hipdteses ou de conjecturas
acerca das populagoes interessadas. Essas suposi¢des, que podem ser ou ndo verdadeiras, sdo
denominadas hipdteses estatisticas e, em geral, sdo afirmacdes acerca das distribuicdes de
probabilidade das populagdes.

Em alguns casos, formula-se uma hipotese estatistica com o Unico proposito de rejeita-la ou
invalida-la.

Ex.:

Se se deseja decidir se uma moeda ¢ viciada, formula-se a hipotese de que ela ndo o seja,
isto ¢ p = 0,5, em que p ¢ a probabilidade de caras. De modo semelhante, se se deseja decidir se
um processo € melhor do que outro, formula-se a hipotese de que ndo ha diferenga entre eles,
isto €, que quaisquer diferencas observadas sejam devidas meramente a flutuagdes das amostras
provenientes da mesma populacdo. Essas hipoteses sdo denominadas hipoteses nulas e
representamo-las por H,.

Qualquer hipdtese que difira de uma prefixada ¢ denominada hipotese alternativa.

Ex.:
Se se admite que p = 0,5, sdo hipoteses alternativas: p = 0,7, p # 0,5 ou p > 0,5. Uma
hipotese alternativa da nula ¢é representada por H;.

5.3- Testes de hipoteses e significancia

Admita uma hipdtese particular como verdadeira, se se verificar que os resultados observados
em uma amostra aleatdria diferem acentuadamente dos esperados para aquela hipotese, com base
na probabilidade simples mediante a utilizacdo da teoria da amostragem, poder-se-a concluir que
as diferencas observadas sdo significativas e ficar inclinado a rejeitar a hipotese (ou, pelo menos,
a ndo aceita-la com base nas provas obtidas).

Ex.:
Se 20 lances de uma moeda apresentarem 16 caras, ficamos inclinadas a rejeitar a hipotese
de que a moeda ¢ honesta, embora seja concebivel que se esteja incorrendo em erro.
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Os processos que habilitam a decidir se se aceitam ou rejeitam as hipdteses, ou a determinar se
as amostras observadas diferem, de modo significativo, dos resultados esperados, sdo
denominados festes de hipotese ou de significancia, ou regras de decisdo.

5.4- Erro do Tipo I e I1

Se uma hipétese for rejeitada quando deveria ser aceita, diz-se que foi cometido um erro do Tipo
1. Se, por outro lado, for aceita uma hipotese que deveria ser rejeitada, diz-se que foi cometido
um erro do Tipo II. Em ambos os casos ocorreu uma decisdo errada ou um erro de julgamento.

Para que quaisquer testes de hipoteses ou regras de decisdo sejam bons, eles devem ser
planejados de modo que os erros de decisdo sejam reduzidos ao minimo. Isso ndo ¢ tarefa
simples, porquanto para um dado tamanho de amostra, a tentativa de diminuir um certo tipo de
erro ¢ acompanhada, em geral, pelo acréscimo de outro tipo. Na pratica, um tipo de erro pode ser
mais importante do que outro, de modo que se deve procurar uma acomodagdo que favoreca a
limitagao do erro mais sério. O tnico caminho para a redu¢ao de ambos os tipos de erros consiste
em aumentar o tamanho da amostra, o que pode ou nao ser possivel.

5.5- Nivel de significancia

Ao testar uma hipotese estabelecida, a probabilidade maxima com a qual estaremos dispostos a
correr o risco de um erro do Tipo I é denominada de nivel de significancia do teste. Essa
probabilidade, representada freqiientemente por o, ¢ geralmente especificada antes da extragdo
de quaisquer amostras, de modo que os resultados obtidos ndo influenciem a escolha.

Na pratica, ¢ usual a adicdo de um nivel de significancia 0,05, ou 0,01 (5% ou 1%), embora
possam ser usados outros valores.

Ex.:

Se ¢ escolhido um nivel de significdncia 0,05 ou 5%, no planejamento de um teste de
hipdtese, ha entdo cerca de 5 chances em 100, da hipdtese ser rejeitada, quando deveria ser
aceita, isto ¢, ha uma confianga de cerca de 95% de que se tome uma decisdo acertada. Nesses
casos, diz-se que a hipotese ¢é rejeitada no nivel de significancia 0,05, o que significa que a
probabilidade de erro seria de 0,05 ou 5%.

5.6- Testes que envolvem a Distribuicio Normal

Para exemplificar as idéias apresentadas, admita-se que, sob uma certa hipotese, a distribuicao
amostral de uma estatistica S' ¢ normal, com a média pge desvio padrdo og. Entdo, a distribui¢do

da variavel reduzida (ou escore Z), dado por Z = (§ — png) / 64 € a distribuigdo normal reduzida
(com média 0 e variancia 1) que esta representada abaixo.

0,4750 = 1,96
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Como esté indicado na figura, pode-se estar 95% confiante de que, se a hipdtese for verdadeira, o
escore Z de uma estatistica amostral real, S, estara compreendido entre —1,96 ¢ 1,96 (visto que a
area subtendida pela curva normal, entre esses valores, ¢ 0,95, que dividido por 2 = 0,4750).

Entretanto, se, ao escolher uma tnica amostra aleatoria, fosse verificado que o escore Z dessa
estatistica cai fora do intervalo de —1,96 e 1,96, concluir-se-ia que esse evento poderia ocorrer
com a probabilidade de apenas 0,05 (area total sombreada na figura) se a hipotese estabelecida
fosse verdadeira. Dir-se-ia, entdo, que esse escore Z difere de modo significativo do que seria
esperado daquela hipotese, e se estaria propenso a rejeita-la.

A area total sombreada, de 0,05 ou 5%, ¢ o nivel de significancia do teste. Ela representa a
probabilidade de incorrer-se em erro na rejeicdo da hipdtese, isto é, a probabilidade de ser
cometido um erro do Tipo 1. Por essa razdo diz-se que a hipotese € rejeitada no nivel de
significancia 0,05, ou que o escore Z da estatistica amostral dada ¢€ significativo naquele nivel.

O conjunto dos escores Z, situados fora do intervalo de —1,96 a 1,96, constitui a denominada
regido critica de rejei¢cdo da hipotese ou de regido de significancia. O conjunto dos escores Z,
compreendidos no intervalo de —1,96 a 1,96 poderia, entdo, ser denominado regido de aceitagdo
da hipotese ou de regido de nao-significancia.

Com base nas observacdes apresentadas, pode ser formulada a seguinte regra de decisdo, teste
de hipoteses ou significancia.

(a) Rejeicao da hipotese no nivel de significancia 0,05, quando o escore Z da estatistica S situar-
se fora do intervalo de —1,96 a 1,96 (isto ¢, Z > 1,96 ou Z <—1,96). Isso eqiiivale a dizer que
a estatistica amostral observada ¢ significativa no nivel 0,05.

(b) Aceitagao da hipotese (ou, se for desejado, ndo tomar nenhuma decisdao) no caso contrario.

Como o escore Z representa papel tdo importante nos testes de hipdteses e na significancia, ele ¢
também denominado teste estatistico.

Ex.:
Se for adotado o nivel 0,01 (1%), substituir-se-4, em toda a explanacdo anterior, 1,96 por
2,58 (veja tabela de valores criticos de Z da pagina seguinte).

OBS.: Deve-se assinalar que poderiam ser utilizados outros niveis de significancia.

5.7- Testes unilaterais e bilaterais

Nos testes anteriores, manifestou-se interesse nos valores extremos da estatistica S, ou nos
escores Z correspondentes de ambos os lados da média, isto €, em ambas as “extremidades” da
distribuicao. Por esta razdo, esses testes sao denominados bilaterais ou dos dois lados.

Muitas vezes, entretanto, pode-se ter interesse apenas nos valores extremos de um tnico lado da
média, isto €, em uma “extremidade” da distribui¢do, como por exemplo, quando se esté testando
a hipotese de um processo ser melhor do que o outro (o que ¢ diferente de testar se um processo
¢ melhor ou pior do que outro). Esses testes sdo denominados unilaterais ou de um lado. Nesses
casos, a regido critica esta situada de um s6 lado da distribuicdo e sua area ¢ igual ao nivel de
significancia.

A tabela da pagina seguinte, que nos da os valores criticos de Z para ambos os testes, unilateral e
bilateral, em véarios niveis de significAncia, pode revelar-se util como referéncia. Os valores
criticos de Z, para outros niveis de significancia, sdo determinados mediante o emprego das
tabelas das areas da curva normal.
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ALGUNS VALORES CRITICOS DE Z

[ Nivel de Significnciaa | 0.0 [ o005 [ o001 [ o005

Valores criticos de z -1,28 —-1,645 -2,33 -2,575 -2,88
para testes unilaterais ou 1,28 ou 1,645 ou 2,33 ou 2,575 ou 2,88

Valores criticos de z —-1,645 -1,96 -2,575 -2,81 -3,08
para testes bilaterais e 1,645 e 1,96 e 2,575 e 2,81 e 3,08

Exercicios de aplicacio:

01) Determinar a probabilidade de obter-se entre 40 e 60 caras, inclusive, em 100 lances de uma
moeda honesta.

Solucio:
De acordo com a distribui¢ao binomial, a probabilidade desejada é:

P(entre40e60) = C/y, -0,5% -0,5% + C3, -0,5* 0,57 + ... +C%, -0,5%-0,5% (muito longo)

Como np =100 . 0,5 e nq = 100 . 0,5 sdao ambos maiores do que 5, pode-se empregar, para o
calculo dessa soma, o ajustamento normal a distribuicdo binomial.

A média, que ¢ igual a esperanca matematica ¢ o desvio padrao do nimero de caras, em 100
lances, sdo dados por:

n=np=100-0,5=50 e o=+/npq=4+100-0,5-0,5=5

Considerando-se a escala continua, o intervalo entre 40 e 60 caras, inclusive, ¢ 0 mesmo que
entre 39,5 e 60,5 caras.

X, - 39,5-50
(e}

60,5-50

Calculando Z temos: Z = =-210 e Z =2,10

A probabilidade desejada ¢ igual a area subtendida pela curva normal entre Z =-2,10 e Z = 2,10.
Portanto a resposta serd 0,4821 + 0,4821 = 0,9642 = 96,42%.

02) Para testar a hipotese de que uma moeda ¢ honesta, adotou-se a seguinte regra de decisao:

(1) aceitar a hipdtese, se o nimero de caras, em uma unica amostra de 100 lances, estiver entre
40 e 60, inclusive;
(2) rejeita-la em caso contrario.

Pede-se:

a- determinar a probabilidade de ser rejeitada a hipotese, quando ela for realmente correta;

b- interpretar graficamente a regra de decisdo e o resultado do item a;

c- que conclusdes se poderiam tirar do fato de uma amostra de 100 lances apresentar 53 caras?
60 caras?

d- poder-se-ia estar errado nas conclusdes do item c? Explicar.
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Solucio:

a- De acordo com o exercicio 01, a probabilidade de nao se obter entre 40 e 60 caras, inclusive,
quando a moeda ¢ honesta, ¢ igual a 1 — 0,9642 = 0,0358. Entdo, a probabilidade da hipdtese
ser rejeitada quando ela € correta ¢ igual a 0,0358 ou 3,58%.

b- A regra de decisdo ¢ ilustrada pela figura abaixo, que mostra a distribuicdo de
probabilidades das caras em 100 lances de uma moeda honesta.

1
Regilﬁo de
aceifagdo

1

Regido de
rejeigdo

Regido de i
rejeicdo

Z=-2,10 7=2,10
(39,5 caras) (60,5 caras)

Se uma tnica amostra de 100 lances resultar num escore Z, compreendido entre —2,10 e 2,10,
aceitar-se-a a hipotese; no caso contrario, ela sera rejeitada e decidir-se-a4 que a moeda ¢ viciada.

O erro cometido ao rejeitar a hipdtese, quando deveria ser aceita, ¢ do Tipo I da regra de decisao
e a probabilidade de cometé-lo € igual a 0,0358, conforme o item (a), e € representada pela area
total sombreada da figura.

Se em uma unica amostra de 100 lances ocorrer um numero de caras, cujo escore Z (ou
estatistica Z) caia na regido sombreada, dir-se-a que o escore Z difere de maneira significativa do
que seria esperado se a hipdtese fosse verdadeira. Por esta razdo, a area total sombreada (isto ¢, a
probabilidade de um erro Tipo I) ¢ denominada nivel de significancia da regra de decisdo e ¢
igual a 0,0358, neste caso. Portanto, fala-se em rejeicdo da hipdtese do nivel de significancia
0,0358 ou 3,58%.

c- De acordo com a regra de decisdo, deve-se aceitar a hipdtese da moeda ser honesta, em
ambos os casos. Pode-se argumentar que, se apenas mais uma cara fosse obtida, teriamos
rejeitado a hipdtese. Isso € o que se tem de enfrentar, quando € utilizada uma linha ténue de
divisdo na tomada de decisoes.

d- Sim. Poder-se-ia aceitar a hipétese quando deveria ser rejeitada, e esse seria o caso, por
exemplo, se a probabilidade de caras fosse, realmente, de 0,7 em vez de 0,5. O erro
cometido ao aceitar a hipdtese, quando deveria ser rejeitada, ¢ do Tipo II da decisdo.

03) Planejar uma regra de decisdo para testar a hipdtese de uma moeda ser honesta, quando ¢
considerada uma amostra de 64 lances e ¢ adotado o nivel de significancia:
a- 0,05;
b- 0,01.

Solucio:

a- Primeiro método: se o nivel de significancia ¢ 0,05, cada area sombreada da figura a seguir
¢ de 0,025, por simetria. Entdo, a area entre 0 e Z; = 0,5000 — 0,0250 = 0,4750 ¢ Z; = 1,96.

Entdo, uma regra de decisdo possivel sera:
1°) Aceitar a hipdtese de que a moeda ¢ honesta quando Z estiver compreendido entre —1,96 e

1,96.
2°) Rejeita-la no caso contrario.
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Z=-196 Z=1,96

OBS.: Os valores criticos —1,96 e 1,96, podem também ser retirados da Tabela de Valores da
Curva Normal, ANEXO 2.

Para exprimir essa regra de decisdo em relacdo ao nimero de caras a serem obtidas em 64 lances
da moeda, note-se que a média e o desvio padrdo da distribui¢ao das caras sdo dadas por:

u=np=64-05=32ec= \/npq = \/64 -0,5-0,5 =4, para a hipdtese de que a moeda ¢ honesta.

-1 X

= 1,96 = -3 =2416 ¢ 1,96 = X, —32

i

X.
Entao, Z =—

=39,.84.
c

Portanto, a regra de decisao torna-se:

(1) Aceitar a hipétese de que a moeda ¢ honesta, quando o nimero de caras estiver
compreendido entre 24,16 e 39,84, isto ¢, entre 25 e 39, inclusive.

(2) Rejeita-la, no caso contrario.

Segundo método: Com a probabilidade de 0,95, o niimero de caras estard situado entre

p—-196c e n+1,960, isto é, np—1,96,/npq e np +1,96,/npq , ou entre
32 - 1,96.(4) = 24,16 ¢ 32+ 1,96.(4) = 39,84, o que conduz a regra de
decisao anterior.

b- Se o nivel de significancia ¢ 0,01, cada area sombreada da figura anterior ¢ 0,005. Entao, a
area entre 0 e Z; = 0,5000 — 0,0050 = 0,4950 ¢ Z;, = 2,575.

Adotando-se o processo do segundo método, para o item (a), vé-se que, na probabilidade de
0,99, o numero de caras estara situado entrepn —2,575c ¢ pu+2,5750, isto ¢, 32 — 2,575.(4) =

21,70 € 32 + 2,575.(4) = 42,30.

Em conseqiiéncia, a regra de decisdo torna-se:
(1) Aceitar a hipotese se a quantidade de caras estiver compreendido entre 22 e 42, inclusive.
(2) Rejeita-la, no caso contrario.

04) Em uma experiéncia sobre a Percepcao Extra-Sensorial (PES) um individuo (sujeito), em
uma sala, ¢ solicitado a declarar a cor vermelha ou preta de uma carta escolhida, de um
baralho bem embaralhado de 50 cartas, por outro individuo colocado em outro sala.

O sujeito desconhece quantas cartas vermelhas ou pretas ha no baralho. Se o sujeito
identifica corretamente 32 cartas, determinar se os resultados sdo significativos, nos niveis
de significancia:

a- 0,05;

b- 0,01.

Solucio:

Se p ¢ a probabilidade do sujeito declarar corretamente a cor de uma carta, deve-se decidir,
entdo, entre as duas hipoteses seguintes:
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Ho : p=10,5 =» o sujeito estd simplesmente adivinhando, isto €, os resultados sdo devidos ao
acaso.

H;:p>0,5 =» o sujeito tem faculdades de PES.

Escolhe-se um teste unilateral, visto que ndo ha interesse na aptiddo de obter escores
extremamente baixos mas, ao contrario, na de obter escores altos.

Se a hipotese H, for verdadeira, a média e o desvio padrdo do nimero de cartas corretamente
identificadas sdo dados por:

H=np=50-05=25 e o=4/npq=+50-0,5-0,5=4/12,5 =354,

(a)Para um teste unilateral no nivel de significancia 0,05, deve-se escolher Z;, na figura abaixo,
de modo que a area sombreada da regido critica dos escores altos seja 0,05. Entdo, a area entre
0eZ =0,4500¢ Z; = 1,645.

Portanto, a regra de decisdo ou teste de significancia sera:

(1) se o escore Z observado for maior do que 1,645, os resultados serdo significativos no nivel
0,05, e o individuo tem faculdades de PES;

(2) se o escore Z for menor do que 1,645, os resultados sdo devidos ao acaso, isto €, ndo serdo
significativos no nivel 0,05.

Z,=1,645
: : . X, - - .
Como 32, em unidades reduzidas, ¢ igual a Z=— B 31 555 =198, superior a 1,645, a
G )

decisdo (1) ¢ valida, isto ¢, conclui-se que, no nivel 0,05, o individuo tem faculdades de PES.

(b) Se o nivel de significancia ¢ 0,01, entdo a area entre 0 ¢ Z = 0,4900 ¢ Z; = 2,33. Como 32, em
unidades reduzidas, ¢ 1,98, inferior a 2,33, conclui-se que os resultados ndo sdo significativos
no nivel 0,01.

OBS.: - Alguns estatisticos adotam a seguinte terminologia:
1°) Altamente Significativos =» resultados significativos no nivel 0,01;
2°) Provavelmente Significativos = significativos no nivel 0,05, mas ndo no 0,01;
3°) Nao-significativos = resultados significativos em niveis superiores a 0,05.

- De acordo com esta terminologia, concluir-se-ia que os resultados da experiéncia sao
provavelmente significativos, de modo que se justificam investigacdes ulteriores do
fendmeno.

- Como os niveis de significancia servem de guia para a tomada de decisdes, alguns
estatisticos citam as probabilidades reais pertinentes.
Por exemplo, no problema anterior, como Pr (Z > 1,98) = 0,0239, os estatisticos diriam
que, baseados na experiéncia, as probabilidades de incidir em erro, ao concluir-se que o
individuo tem faculdades de PES ¢, aproximadamente de 3 em 100.
A probabilidade citada neste caso, 0,0239, ¢é, as vezes, denominada nivel de
significancia experimental ou descritiva.
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05) O fabricante de uma droga medicinal reivindicou que ela era 80% eficaz em curar uma
alergia, em um periodo de 8 horas. Em uma amostra de 200 pessoas que tinham alergia, a
droga, em 8 horas, curou 150 pessoas. Determinar se a pretensdo do fabricante ¢ legitima no
nivel de significancia de 0,01.

Solucio:

Seja p a probabilidade de obter-se a cura da alergia, mediante o uso da droga. Entdo, deve-se
decidir entre duas hipoteses:

H, : p=0,8 =» a pretensdo ¢ correta.
H;:p<0,8 =» elaé falsa.

Escolhe-se um teste unilateral, porque ndo ha interesse em determinar se a propor¢ao de pessoas
curadas pela droga ¢ muito baixa.

Z=-233

Como o nivel de significancia considerado ¢ 0,01, isto ¢, se a 4rea sombreada da figura acima ¢
0,01, entdo Z =-2,33. Toma-se a regra de decisao:

(1) A pretensao nao sera legitima quando Z for inferior a —2,33 e, nesse caso, rejeita-se H,;
(2) No caso contrario, a pretensdo sera legitima e, entdo, aceita-se Ho.

Se H, ¢ verdadeira, p=np=200-08=160 e o =+/npq =+/200-0,8-0,2 =+/32 = 5,66.

Isso posto, 150, em unidades reduzidas = (150 — 160) / 5,66 = —1,77, que € maior do que — 2,33.
Portanto, de acordo com a regra de decisdo, conclui-se que a pretensdao ¢ legitima e que os
resultados da amostra sdo altamente significativos.

5.8- Curvas caracteristicas de operacio. Poténcia de um teste

Viu-se como o erro de Tipo I pode ser adequadamente limitado, mediante a escolha do nivel de
significancia. E possivel evitar inteiramente o risco de erros do Tipo II, simplesmente pelo fato
de ndo cometé-los, o que importa em nunca aceitar as hipoteses. Em muitos casos praticos,
entretanto, isto ndo pode ser feito. Nesses casos, empregam-se freqiientemente as curvas
caracteristicas de operacdo ou curvas CO, que sdo graficos que indicam as probabilidades de
erros do Tipo II, sob vérias hipoteses. Elas proporcionam indicagdes de como testes bem
aplicados podem possibilitar a reducdo ao minimo de erros do Tipo II, isto é, elas indicam a
poténcia do teste, para evitar que sejam tomadas decisdes erradas. Sdo uteis no planejamento de
experiéncias por amostragem. Por exemplo: que tamanhos de amostras devem ser usados.

Exercicios de aplicacio:

06) Com referéncia ao exercicio 02, qual ¢ a probabilidade de aceitagdo da hipotese da moeda
ser honesta, quando a probabilidade real de caras for p = 0,7?
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Solucio:

A hipoétese H, de que a moeda € honesta, isto € p = 0,5, ¢ aceita quando o nimero de caras em
100 lances estd compreendido entre 39,5 e 60,5. A probabilidade de rejei¢ao de H,, quando
deveria ser aceita (isto €, a probabilidade de ser cometido um erro do Tipo I) é representada pela
area total o da regido sombreada subentendida pela curva normal a esquerda da figura a seguir.

395 605

Como foi calculada no exercicio 02 (a), essa area o, que representa o nivel de significancia do
teste de H, ¢ igual a 0,0358.

Se a probabilidade de caras for de p = 0,7, entdo a distribui¢do das caras nos 100 lances sera
representada pela curva normal a direita da figura acima. Nesse diagrama, ¢ evidente que a
probabilidade de aceitacdo de H,, quando p for realmente igual a 0,7 (isto €, a probabilidade de
ser cometido um erro do Tipo II), é dada pela area hachurada 3 da figura. Para calcular essa area,
observe-se que a distribui¢do, no caso da hipotese p = 0,7, tem a média e o desvio padrao dados
por:

n=np=100-0,7=70 e o=,/npq=4/100-0,7-0,3 =4,58.
60,5 em unidades reduzidas = (60,5 — 70) / 4,58 = -2,07

39,5 em unidades reduzidas = (39,5 — 70) / 4,58 = —6,66
Entdo B = (4rea subentendida pela curva normal entre Z = — 6,66 ¢ Z =—2,07) = 0,0192
Em conseqiiéncia, de acordo com a regra de decisdo estabelecida, ha uma probabilidade muito

pequena de ser aceita a hipotese da moeda ser honesta, quando p for realmente igual a 0,7.

Note-se que, neste problema, estabeleceu-se a regra de decisdo e, de acordo com ela, foram
calculados a e . Na pratica, duas outras possibilidades podem surgir:

(1) Optar por um valor de a (como 0,05 ou 0,01), chegar a uma regra de decisdo e depois

calcular o valor de B.
(2) Optar por valores de a e de B e depois chegar a uma regra de decisdo.

07) Resolver o exercicio anterior para:

a- p=0,6;
b- p=0,8;
c- p=0,9;

d- p=04
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Solucio:

a- Se p = 0,6, a distribui¢ao das caras tem a média e o desvio padrdo dados por:

u=np=100-0,6=60 e G:\/npq =\/100-0,6-0,4 = /24 = 4,90.
60,5 em unidades reduzidas = (60,5 — 60) / 4,90 = 0,10
39,5 em unidades reduzidas = (39,5 — 60) / 4,90 =— 4,18

Entdo, B = (area subentendida pela curva normal entre Z =-4,18 ¢ Z =0,10) = 0,5398

Por conseguinte, de acordo com a regra de decisdo estabelecida, hd uma grande possibilidade
de ser aceita a hipdtese da moeda ser honesta, quando p = 0,6.

b-Sep=0,8, entiop =np=100-08=80 e o =4/npq =+100-0,8-0,2 =16 =4.

60,5 em unidades reduzidas = (60,5 — 80) /4 = —4,88
39,5 em unidades reduzidas = (39,5 — 80) / 4 =-10,12

Entdo, B = (area subentendida pela curva normal entre Z =—10,12 ¢ Z =—4,88) = 0,0000.

c- Da comparagdo com b, ou por meio de calculo, verifica-se que, para p = 0,9, B = 0 para todas
as finalidades praticas.

d-Por simetria, para p = 0,4, obtém-se os mesmos valores de B que para p=0,6, isto &,
B=0,5398

08) Representar graficamente os resultados dos exercicios 06 e 07, mediante a constru¢do de um
grafico de:
a- P em funcdo de p;
b- (1 -—B) em fungdo de p.
Interpretar os graficos obtidos.

Solucio:

O quadro abaixo apresenta os valores de [3 correspondentes aos dados de p, obtidos nos
exercicios 06 e 07.

0,0000 | 0,0000 | 0,0192 | 0,5398 | 0,9642 | 0,5398 | 0,0192 | 0,0000 | 0,0000

Note-se que 3 representa a probabilidade de aceitagdo da hipdtese p = 0,5, quando p € realmente
uma valor diferente desse. Entretanto, se ¢ realmente certo que p = 0,5, pode-se interpretar 3
como a probabilidade de aceitacao de p = 0,5, quando ele deveria ser aceito. Essa probabilidade ¢
igual a 1 —0,0358 = 0,9642 e foi anotado no quadro acima.

a- O grafico de B em fungdo de p, representado no grafico a seguir (a), ¢ denominado curva
caracteristica de operagdo, ou curva CO da regra de decisdo ou do teste de hipotese.
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A distancia do ponto maximo da curva CO a linha B =1 ¢ igual a a = 0,0358, ¢ ¢ o nivel de
significancia do teste.

10 P I 0,0358 P

1,0+
0,9 - 0,91
0,8 - 0,81
0,7 - 0,71
0,6 - 0,61
0,5 1 0,51
0,4 0,41
0,3 - 0,31
0,2 4 0,21
01 - 01
0.0 — 1 1 1 TP 00 — -+ ¢ =0.0398,
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,2 0,4 O,GT 0,8 1,0
(a) (b)

Em geral, quanto mais agudo for o pique da curva CO, mais adequada serd a regra de decisao
para a rejeicao de hipoteses que nao sao validas.

b-O gréfico de (1 — ) em fungdo de p, representado na figura acima (b), ¢ denominado curva de
poténcia da regra de decisdo ou do teste da hipotese. Essa curva é obtida simplesmente,
mediante a inversdao da CO, de modo que, na realidade, os dois graficos sdo equivalentes.

A quantidade (1 — ) ¢ denominada fun¢do de poténcia, porque indica a capacidade, ou poténcia
de um teste, de rejeitar hipdteses falsas, isto ¢, que deveriam ser refugadas. A quantidade 3 ¢
também denominada funcdo caracteristica de opera¢do de um teste.

5.9- Cartas de controle

Na pratica, ¢ muitas vezes importante saber quando um processo se modifica consideravelmente,
de maneira que devem ser tomadas algumas medidas para remediar a situagdo. Esses problemas
surgem, por exemplo, no controle de qualidade, em que se deve, muitas vezes rapidamente
decidir se as variacdes observadas sdo devidas simplesmente a flutuagdes ocasionais ou a
variagOes reais do processo de fabricagdo, resultantes da avaria de elementos da maquina, erros
de empregados etc.. As cartas de controle proporcionam um método simples e util para tratar
desses problemas.

Exercicios de aplicacio:

09) Construiu-se uma maquina para produzir mancais de esfera que tém o didmetro médio de
0,574 polegada e o desvio padrao de 0,008 polegada. Para determinar se a maquina esta
funcionando adequadamente, ¢ retirada uma amostra de 6 mancais a cada 2 horas, por
exemplo, e ¢ calculado o didmetro médio da amostra.

a- Planejar uma regra de decisdo, por meio da qual se podera ter suficiente certeza de que a
qualidade dos produtos esta de acordo com as normas exigidas.
b- Mostrar como pode ser representada graficamente a regra de decisdo do item a.

Solucio:

a-Com um grau de confianga de 99,73%, pode-se dizer que a média amostral X deve estar
compreendida no intervalo entre (pX - 3c§) e (pX + 3c§), ou entre

(},L—?)G/\/H) e (u+ 36/\/5). Como pn =0,574, o = 0,008 e n = 6, segue-se que para aquele
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grau de confianca, a média amostral deve estar compreendida entre (0,574 — 0,024 / J6 )e

(0,574 + 0,024 / \/E ), ou entre 0,564 e 0,584 polegada. Portanto, a regra de decis@o sera a
seguinte:

(1) Se a média amostral cair no intervalo entre 0,564 e 0,584 polegada, admitir-se-a4 que a
maquina esta em funcionamento normal.

(2) No caso contrario, concluir-se-4 que seu funcionamento ¢ irregular e serd preciso
pesquisar a causa.

b-Pode ser mantido um registro das médias amostrais por meio de uma carta como a
representada na figura abaixo, denominada carta de controle de qualidade. Cada vez que for
calculada uma média amostral, ela serd representada por um ponto particular. Enquanto eles
cairem entre o limite inferior, 0,564 polegada, e o superior, 0,584 polegada, o processo estd
sob controle. Quando um ponto for para fora desses limites de controle (como ocorreu com a
terceira amostra tomada na quinta-feira), hd a possibilidade de haver alguma coisa errada, o
que justifica uma investigacao.

Média . . . . . )
Amostral (cm) Segunda-feira | Terca-feira Quarta-feira | Quinta-feira Sexta-feira
0,584 R o o
o o
[ ] [} [}
[ ] [ ]
0,574 hd hd hd
[ ] [ ] [ ]
[ J [ ]
[ [ ] [ ]
[ ] [ ]
0,564 ° °
[}

Os limites de controle especificados sdo denominados limites de confianga de 99,73% ou,
abreviadamente, os limites de 3 o . Entretanto, podem ser também determinados outros limites de
confianga, como os de 68% ou 95%. A escolha, em cada caso, depende de circunstincias
particulares.
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EXERCICIOS

1°)

Determinar a probabilidade de obter-se entre 40 e 60 caras, exclusive, em 100 lances de uma
moeda honesta.

2°) Para testar a hipotese de que uma moeda ¢ honesta, adotou-se a seguinte regra de decisao:

(1) aceitar a hipdtese, se o nimero de caras, em uma Unica amostra de 100 lances, estiver
entre 40 e 60, exclusive;

(2) rejeita-la em caso contrario.

Pede-se:
a- determinar a probabilidade de ser rejeitada a hipotese, quando ela for realmente correta;
b- interpretar graficamente a regra de decisdo e o resultado do item a;
c- que conclusdes se poderiam tirar do fato de uma amostra de 100 lances apresentar 53

caras? 60 caras?

d- poder-se-ia estar errado nas conclusdes do item c? Explicar.

3°) Planejar uma regra de decisdo para testar a hipotese de uma moeda ser honesta, quando ¢
considerada uma amostra de 36 lances e ¢ adotado o nivel de significancia:
a- 0,06;
b- 0,03.

4°) Em uma experiéncia sobre a Percep¢do Extra-Sensorial (PES) um individuo (sujeito), em
uma sala, ¢ solicitado a declarar a cor vermelha ou preta de uma carta escolhida, de um
baralho bem embaralhado de 50 cartas, por outro individuo colocado em outro sala.
O sujeito desconhece quantas cartas vermelhas ou pretas hd no baralho. Se o sujeito
identifica corretamente 30 cartas, determinar se os resultados sdo significativos, nos niveis
de significancia:
a- 0,06;
b- 0,02.

5°) O fabricante de uma droga medicinal reivindicou que ela era 85% eficaz em curar uma
alergia, em um periodo de 10 horas. Em uma amostra de 300 pessoas que tinham alergia, a
droga, em 10 horas, curou 250 pessoas. Determinar se a pretensdo do fabricante ¢ legitima
no nivel de significancia de 0,05

6°) Com referéncia ao exercicio 02, qual ¢ a probabilidade de aceitacdo da hipdtese da moeda
ser honesta, quando a probabilidade real de caras for p=0,55 e p = 0,427

7°) Construiu-se uma maquina para produzir mancais de esfera que tém o diametro médio de

0,555 polegada e o desvio padrao de 0,006 polegada. Para determinar se a maquina esta

funcionando adequadamente, ¢ retirada uma amostra de 5 mancais a cada 1 horas, por

exemplo, e ¢ calculado o didmetro médio da amostra.

a- Planejar uma regra de decisdo, por meio da qual se podera ter suficiente certeza de que a
qualidade dos produtos est4 de acordo com as normas exigidas.

b- Mostrar como pode ser representada graficamente a regra de decisao do item a.
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CAPITULO 6

Teoria das Pequenas Amostras

Em capitulos anteriores langou-se mao, freqiientemente, do fato de, para amostras de tamanho
N > 30, denominadas grandes amostras, as distribuicdes amostrais de muitas estatisticas serem
aproximadamente normais, tornando-se a aproximag¢do melhor com o crescimento de N, de
modo que devem ser introduzidas as modificagdes convenientes.

O estudo das distribui¢des amostrais de estatisticas de pequenas amostras ¢ denominado teoria
das pequenas amostras. Entretanto, o nome mais apropriado seria feoria exata de amostragem,
visto que os resultados obtidos sdo validos tanto para as grandes como para as pequenas
amostras. A seguir, as duas principais distribui¢des de pequenas amostras:

6.1- Distribui¢ao “t” de Student

Trata-se de um modelo de distribuicdo continua que se assemelha a distribui¢do normal padrio.
E utilizada para inferéncias estatisticas, particularmente, como ja foi dito, quando se tem
amostras com tamanhos inferiores a 30 elementos.

OBS.: O nome ‘t’ de Student, tem origem no seu descobridor, William Gosset (1876 - 1937), que
era empregado da cervejaria Guinness e precisava de uma distribuicdo que pudesse ser
utilizada com pequenas amostras. Como a cervejaria irlandesa para a qual ele trabalhava
ndo permitia a publicacdo de resultados de pesquisa, Gosset publicou-os com o
pseudonimo de “Student”, durante a primeira parte do século XX.

A tabela de valores de Student (ANEXO 3 — pagina 85), relaciona valores da distribuicdo ‘t’
juntamente com areas denotadas por o .

Obtém-se valores de t, na tabela, localizando o nimero adequado de graus de liberdade

(v = letra grega ni) na coluna a esquerda e percorrendo a linha correspondente até atingir o
numero diretamente abaixo do valor aplicavel (bilateral) de o .

O numero de graus de liberdade para um conjunto de dados corresponde ao numero de valores
que podem variar apds terem sido impostas certas restricdes a todos os valores. Por exemplo, se
10 estudantes tém em um teste notas com média 80, podemos atribuir valores arbitrarios a 9
delas, mas a décima fica determinada univocamente. A soma das 10 notas deve ser 800, de modo
que a décima nota deve ser igual a 800 menos a soma das 9 primeiras. Como as 9 primeiras notas
podem ser escolhidas arbitrariamente, dizemos que ha nove graus de liberdade.

Para as aplicacdes da distribui¢do, o nimero de graus de liberdade ¢ simplesmente o tamanho da
amostra menos 1. Graus de liberdade =n — 1.

Ex.: O grafico da distribuicdo de “Student” t, com 9 graus de liberdade, estd representado na
figura abaixo. (SPIEGEL: 289)
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-t t

Determinar os valores de t; para os quais:

a) a area sombreada a direita = 0,05;

b)a area sombreada total = 0,05;

¢) a area ndo-sombreada total (ou em branco) = 0,99;
d)a area sombreada a esquerda = 0,01;

e)a area a esquerda de t; = 0,90.

Solucio:

a) Se a area sombreada a direita ¢ 0,05, entdo a drea a esquerda de t; € (1 —0,05)=0,95¢
t; representa o percentil 95°, tg 95,

Reportando-se a tabela do anexo 3, percorre-se a coluna encabecgada por v para baixo
até encontrar a casa 9. Segue-se, entdo, para a direita até encontrar a coluna
encabegada por tg s O resultado, 1,83, ¢ o valor desejado de t.

b) Se a area total sombreada ¢ 0,05, entdo, por simetria, a sombreada a direita ¢ 0,025
(0,05 / 2). Portanto, a area a esquerda de t; ¢ (1 — 0,025) = 0,975, e t; representa o
percentil 97,5%. Na tabela do anexo 3, encontra-se 2,26 para o valor desejado de t.
¢) Resolva 2 R.: 3,25
d) Resolva 2 R.: —2,82
e) Resolva 2> R.: 1,38
Aplicacdo: Um ensaio das tensdes de ruptura de 6 cabos produzidos por uma companhia
mostrou a tensdo média de ruptura de 7.750 kg e o desvio padrao de 145 kg, ao
passo que o fabricante declara que aquela tensao média ¢ de 8.000 kg.
Descubra se ¢ verdadeira a declaragdo do fabricante, nos niveis de significancia:

a) 0,05
b) 0,01 (SPIEGEL: 291)

Solucio:
Deve-se primeiro decidir entre as hipoteses:

Hp: p = 8.000 kg, e a declaragdo do fabricante ¢ justificada.
Hi: p < 8.000 kg, ela ndo o ¢, de modo que um teste unilateral é necessario.

Para a hipotese Hy tem-se:

r—i_“‘ ., 7.750-8.000
) R

J6

=—422

~N
~N

e
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a) Para um teste unilateral, no nivel de significancia 0,05, adota-se a regra de decisao:

(1) Aceitar Hy, quando t € superior a —ty9s, 0 qual, para 6 — 1 = 5 graus de liberdade, significa
t>—2,02.

(2) Caso contrario, rejeitar Hy.
Como t =—4,22, rejeita-se H.

b)Para um teste unilateral, no nivel de significancia 0,01, adota-se, novamente a regra de
decisao:

(1) Aceitar Ho, quando t for superior a —to99, 0 qual, para 5 graus de liberdade, significa
t>—3,36.

(2) Caso contrério, rejeitar Hy.
Como t =— 4,22, rejeita-se Hy.

CONCLUSAO: ¢ extremamente improvavel que a declaragdo do fabricante seja justificada.

Podemos agora determinar valores da margem de erro E ao estimar p quando se aplica uma
distribuicdo t. Pode-se utilizar essa margem de erro para construir intervalos de confianca.

MARGEM DE ERRO para estimativa de p

(Com base em uma amostra pequena (n < 30) e c desconhecido)

E

S
“

INTERVALO DE CONFIANCA para estimativa de p

(Com base em uma amostra pequena (n < 30) e c desconhecido)

X-E<p<X+E

Ex.: Com um teste destrutivo, obviamente, as amostras sdo destruidas nesse processo. O teste de
colisdo de carros ¢ um exemplo muito dispendioso de teste destrutivo. Se vocé fosse o
responsavel por tais testes de colisdo, dificilmente convenceria seu chefe da necessidade de
fazer colidir e destruir mais de 30 carros, a fim de poder utilizar uma Distribuicio Normal.

Suponha que tenhamos feito teste de colisdo em 12 carros esporte Dodge Viper (preco de
venda + ou — $60.000) sob uma diversidade de condi¢des que simulam colisdes tipicas. A
analise dos 12 carros danificados resulta em custos de conserto que parecem ter distribuigao
em forma de sino com média = $26.227 ¢ desvio padrao = $15.873.

Determine a estimativa intervalar de 95% de .
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Solucio:

Passaremos a constru¢ao de um intervalo de 95% de confianga utilizando a distribuigdao ‘t’,
porque sdo verificadas as condigdes seguintes:

1) a amostra ¢ pequena (n < 30);

2) o desvio padrao populacional (o) ¢ desconhecido e;

3) a populagdo parece ter distribuicdo normal, porque os dados amostrais tém distribuicdo em
forma de sino.

Comecamos determinando o valor da margem de erro conforme a seguir. Note que o valor
critico ty2 = 2,20 ¢ obtido na tabela da Distribui¢do ‘t’ na intersecao da coluna rotulada 0,975

(100% — 95% de confianga = 5% ——> 5% /2 =2,5% = 0,025 —— 1 — 0,025) com a linha
correspondente a 11 graus de liberdade (n—1=11).

5 2OM =10.080,716789

:ta _:2:
*Jn V12

Podemos agora construir a estimativa intervalar de 95% para p utilizando E = 10.080,71 e média
igual a 26.227, fazendo:

E

X-E<p<X+E
26.227 -10.080,71 < u < 26.227+10.080,71
$16.146,29 < u < $36.307,71

Com base nos resultados apresentados, temos 95% de confianga de que os limites $16.146 ¢
$36.307 efetivamente contém o valor da média populacional p. Esses custos de conserto

parecem ser bastante elevados. Na verdade, o Dodge Viper ¢ o carro mais caro para consertar
ap6s uma colisao.

Esta informacao ¢ de grande importancia para companhias que aceitam seguro de Dodge Vipers
contra colisdo.

Exercicios de aplicacio:

01) Determinar os valores criticos de t para os quais a area da extremidade direita da distribui¢ao
t ¢ 0,05, quando o nimero de graus de liberdade v for igual a: (SPIEGEL:290)
a) 16 b) 27 c) 200

02) Ache o valor critico t o que corresponde ao grau de confianga e ao tamanho ‘n’ da amostra

de dados: (TRIOLA: 155)
a) 99%; n=10 b) 95%; n=16 c) 98%; n=21 d)90% n=8

03) Dados o grau de confianca e os elementos amostrais, determine: (TRIOLA: 155)
a) a margem de erro ¢;
b) o intervalo de confianga para a média populacional .

Em ambos os casos, admita que a populagdo tenha distribuigdo normal.

a) alturas de mulheres: 95% de confianga; n=10; média=63,41in.; S=24in.
b)médias de notas: 99% de confianga; n=15; média=2,76; S=0,88
c¢) notas de testes: 90% de confianga; n=16; média=77,6; S=14,2
d) salarios: 98% de confianca; n=19; média=$23.228; S=$8.779
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6.2- Distribuigio Qui-Quadrado ()

Em uma populacdo distribuida normalmente com varidncia o>, escolhemos aleatoriamente
. C A . 2

amostras independentes de tamanho n e calculamos a variancia amostral S” para cada amostra.

A estatistica amostral tem uma distribuicdo chamada distribui¢cdo Qui-quadrado.

x2=(n—1)82

2
C

Onde: n = tamanho da amostra S? = Varidncia amostral o’ = Variancia populacional

Propriedades da Distribuicdo da Estatistica Qui-Quadrado

1. A distribuicdo qui-quadrado ndo ¢ simétrica, ao contrario das distribuicdes normal e ‘t> de
Student. (Na medida em que o nimero de graus de liberdade aumenta, a distribui¢ao vai se
tornando menos assimétrica).

2. Os valores de qui-quadrado podem ser zero ou positivos; nunca negativos.
3. H4 uma distribuicao qui-quadrado diferente para cada nimero de graus de liberdade.

4. A medida que o niimero de graus de liberdade aumenta, a distribui¢io qui-quadrado tende para
uma distribui¢do normal.

Ex.: Determine os valores criticos de 3’ que definem regides criticas contendo uma 4rea de

0,025 em cada cauda. Suponha que o tamanho da amostra seja 10, de modo que o niimero de
graus de liberdade serd 9, ou seja, 10 — 1.

Solucio:

Veja a figura abaixo e consulte a tabela do qui-quadrado (Anexo 4). Obtém-se o valor critico a
direita (> = 19,0) diretamente, localizando 9 na coluna graus de liberdade a esquerda e

0,975 (1 — 0,025) na parte superior. O valor critico %°= 2,70 a esquerda mais uma vez

corresponde a 9 na coluna de graus de liberdade e 0,025 (1 — 0,975) na parte superior, porque 0s
valores no topo sdo sempre areas a direita do valor critico. Verifique na figura abaixo, que a

4rea total a direita de y*>=2,70 é 0,975.

'y fi
Para obter este Para obter este
valor critico, valor critico,
localize 9 na coluna 0.02 localize 9 na coluna
a esquerda (graus 025 0,025 a esquerda (graus
de liberdade) e de liberdade) e
0,025 na linha \ 0,975 na linha
superior. A area > superior. A area a
toltal a (!:reitz’i (()it;S;; 0o X2 =2,70 XZ X2 ~19,0 X diae.zita ’d(t)as(:; 5valor
valor critico é 0,975, . critico € 0,025, que
que obtemos sub- | (gl=9) obtemos subtraindo
traindo 0,025 de 1. 0,975 de 1.




50

INTERVALO DE CONFIANCA
(ou Estimativa Intervalar) para a Variancia Populacional o’

(n-1)8? <ol < (n-1)8?
%o X

Ex.: Uma confeitaria fabrica sonhos que sdo embalados em pacotes com a indicacdo de que ha
12 sonhos pesando um total de 42 oz. Se a variagao de peso entre os sonhos € muito grande,
algumas caixas terdo peso a menos (prejudicando o consumidor) e outras terdo peso a mais
(diminuindo o lucro da confeitaria). O Supervisor de Controle de Qualidade constatou que
esses problemas podem ser evitados se os sonhos tiverem um peso médio de 3,50 oz e um
desvio-padrao de 0,06 oz ou menos. Selecionam-se aleatoriamente, na linha de produgao, 12
sonhos, que sdo pesados, dando os resultados a seguir.

Construa dois intervalos de confianga de 95%, um para G e outro para ¢ e, determinar se
o supervisor de controle estd com problemas.

3,58 3,50 3,68 3,61 3,40 339 343 3,52 3,66 3,50 3,36 3,42

Solucio:

Com base nos dados amostrais, a média = 3,504 parece satisfatoria, pois estd muito préxima do
valor desejado de 3,50 oz. Os valores dados acusam um desvio-padrao = 0,109, superior ao valor
desejado de 0,06 0z ou menos.

Passemos a construgdo do intervalo de confianga para c°.

Com uma amostra de 12 valores, temos 11 graus de liberdade. Com um grau de confianca de
95%, dividimos o = 0,05 igualmente entre as duas caudas da distribui¢ioy’ e localizamos os

valores 0,975 e 0,025 na linha superior. Os valores criticos de > sdo y; =3.82¢ y; =21,9.

Com esses valores criticos, o desvio-padrao amostral S = 0,109 e o tamanho 12 da amostra,
construimos como segue o intervalo de 95% de confianca.

2 2
(12-1)(0109)° _ . _(12-1)(0,109)
21,9 3,82

Esta expressdo se reduz a 0,006 < ¢ < 0,034. Tomando a raiz quadrada de cada membro, vem
0,077 < o < 0,184. Com base no intervalo de confianga de 95%, parece que o desvio-padrao ¢
superior ao valor desejado de 0,06 oz; surge assim um problema para o Supervisor de Controle
de Qualidade, que deve tomar providéncias corretivas para que os pesos dos sonhos sejam mais
consistentes.
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Exercicios de aplicacio:

01) Ache os valores criticos y; ey que correspondem ao grau de confianga e ao tamanho da

amostra de dados: (TRIOLA: 165)
a) 95%; n=26 b) 99%; n=17 ¢) 90%; n=60 d) 95% n=50

02) O gréfico da distribui¢do de qui-quadrado com 5 graus de liberdade estd representado na
figura da pagina seguinte. Determinar os valores criticos de y*, para os quais: (SPIEGEL:
293)

a) a area sombreada a direita = 0,05;
b) a area total sombreada = 0,05;

c) a area sombreada a esquerda = 0,10;
d) a area sombreada a direita = 0,01.

.

o %

03) Determinar os valores medianos de y * correspondentes aos graus de liberdade:
a)9 b) 28 c) 40 (SPIEGEL.: 295)

OBS.: ¢ interessante notar que os valores medianos sdo aproximadamente muito iguais aos
nimeros de graus de liberdade.

De fato, para v > 10, os valores medianos sdo iguais a (v — 0,7), como se pode verificar na
tabela.
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EXERCICIOS

DISTRIBUICAO ‘¢’ DE STUDENT

1°)

2°)

3°)

4°)

Os coeficientes de confianca de 95% (bilateral), para a distribui¢ao normal, sdo dados por
+ 1,96. Quais serdo os coeficientes correspondentes para a distribuicdo ¢, quando:
(SPIGEL: 290)

a)v=9 b) v=20 c)v=30 d)v=:60

R.: a) 2,26 b) 2,09 c) 2,04 d) 2,00

Uma amostra constituida de 12 medidas de tensdo de ruptura de um fio de algoddo
apresentou a média de 7,38 kg e o desvio padrao de 1,24 kg. Determinar os limites de
confianga, para a tensdo de ruptura real, de: (SPIEGEL: 299)

a) 95%; b) 99%.

R.: a) 7,38 + ou — 0,79 kg b) 7,38 + ou — 1,11 kg

Registraram-se os valores 0,28; 0,30; 0,27; 0,33 e 0,31 segundos, obtidos em cindo
medicoes do tempo de reagao de um individuo a certo estimulo. Determinar os limites de
confianga, para o tempo real de reacdo, de: (SPIEGEL: 300)

a) 95%; b) 99%;

R.: a) 0,298 + ou — 0,030 b) 0,298 + ou — 0,049

As especificagdes para a producdo de certa liga exige 23,2% de cobre. Uma amostra,

constante de 10 andlises do produto, apresentou o teor médio de cobre de 23,5% e o desvio

padrdo de 0,24%. Pode-se concluir, que o produto satisfaz as especificacdes exigidas, nos

niveis de significancia: (SPIEGEL: 300)

a) 0,01?; b) 0,057?.

R.: Um teste bilateral, em ambos os niveis, indica que o produto nido satisfaz as
especificacoes exigidas

DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

59)

6°)

Use o grau de confianca e os dados amostrais indicados para achar o intervalo de confianga
para o desvio-padrdo populacionalc. Em cada caso, admita que a populagdo tenha
distribuicao normal. (TRIOLA: 165)

a) alturas de mulheres: 95% de confianga; n=10; média=63,41in.; S=24in.
b)médias de notas: 99% de confianga; n=15; média=2,76; S=0,88

c¢) notas de testes: 90% de confianga; n=16; média=77,6; S=14,2
d)salérios: 98% de confianca; n=19; média=$23.228; S=$8.779
R.: a) 1,7in.<c <4,4in. b)0,6 <c <1,6

¢)11,0<c <204 d) $6.313,81 <o <14.067.67

Os valores, abaixo relacionados, sdo tempos de espera (em minutos) de clientes de um
grande banco, onde os clientes entram em uma fila Unica que ¢ atendida por trés guichés.
Construa um intervalo de 95% de confianca para o desvio-padrdo populacionalc.
(TRIOLA: 166)

65 66 67 68 71 73 74 77 77 717

R.: Média=7,15 S=0,47667832 0,33min <o < 0,87 min



7°)

8%)
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O desvio-padrdo das alturas de 16 estudantes do sexo masculino, escolhidos aleatoriamente
em uma escola de 1.000 estudantes desse sexo, ¢ 2,4 cm. Determinar os limites de confianga
de: (a) 95%; e (b) 99%, do desvio-padrdo para todos os estudantes do sexo masculino da
escola. (SPIEGEL: 295)
R.: a) Entre 1,83 ¢ 3,84 cm b) Entre 1,68 e 4,49 cm

Considere uma distribui¢do qui-quadrado com parametro 18. Encontre: (FONSECA: 91)
a) amediana;

b) o 1° quartil;

c) 0 90° percentil

R.:a)17,3 b) 13,7 ¢) 26,0
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CAPITULO 7

Correlacdo e Regressao
7.1- Relacao entre Variaveis

Freqiientemente procura-se verificar se existe relagdo entre duas ou mais variaveis. O peso pode
estar relacionado com a idade das pessoas; o consumo das familias pode estar relacionado com
sua renda; as vendas de uma empresa e 0os gastos promocionais podem relacionar-se, bem com a
demanda de um determinado produto e seu preco. A verificagdo da existéncia e do grau de
relacdo entre variaveis € objeto do estudo da correlacao.

Uma vez caracterizada, procura-se descrever uma relagdo sob forma matematica, através de uma
funcdo. A estima¢ao dos pardmetros dessa fungcdo matematica € o objeto da regressao
7.2- Diagrama de Dispersao

E um grafico no qual cada ponto plotado representa um par ordenado de valores para as variaveis
dependente e independente.

Exemplo:

NUMERO NOTAS
DO ALUNO | (X)MATEMATICA | (Y)ESTATISTICA
o s |6
3 8 |9
6 A 8
I T 0| 0
R N 6 | 5
T A A
________ 20 oo ol 8
________ 8 [ 3 4
________ EEI R T D

47 2 2

10q Estatistica

2 Reta Imagem

74 Desvios

64

54

44

34

24

14

0 """""Nuem’:ica

012345672891

7.3- Tipos de Correlacio Através do Diagrama de Dispersao

7.3.1- Correlacao Linear Positiva: Quando as variaveis X e Y crescem no mesmo sentido.
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Exemplo: A Y

7.3.2- Correlacio Linear Negativa: Quando as variaveis X e Y crescem em sentido con-
trario.

Exemplo: Y

7.3.3- Correlacdo Nula: Quando uma variavel cresce e a outra varia ao acaso

Exemplo:
'y Y 'y Y

7.3.4- Correlacdo Nao Linear: Quando os pontos das varidveis se distribuem em torno de
uma curva.

Exemplo:
'y Y 'y Y

7.4- Coeficiente de Correlagao Linear de Pearson

O estudo da correlagdo tem por objetivo medir e avaliar o grau de relagdo existente entre duas
variaveis aleatorias. Assim, por exemplo, podemos medir se a relagdo entre o nimero de filhos
de uma familia e sua renda ¢ forte, fraca ou nula.

A correlagdo linear procura medir a relacdo entre as variaveis X e Y através da disposi¢ao dos
pontos (X, Y) em torno de uma reta.

Este coeficiente deve indicar o grau de intensidade da correlacdo entre as duas varidveis e, ainda,
o sentido dessa correlacdo (positiva ou negativa).



Variacao de r

n-Exy - (2x)- (Zy)

r=\/[n~2x2—(2x)2] : [n-Zyz—(Zy)z]
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-1 -0,5 0 0,5 1
FORTE FRACA FRACA FORTE
CORRELAGAO CORRELAGAO CORRELAGAO CORRELAGAO
NEGATIVA NEGATIVA POSITIVA POSITIVA
v v \4
CORRELAGAO NAO HA COR- CORRELACAO
PERFEITAMENTE RELAGAO OU PERFEITAMENTE

NEGATIVA

Portanto, o campo de varia¢dao do Coeficiente ‘r’ situa-se entre — 1 ¢ + 1

NAO E LINEAR

POSITIVA

Sua interpretacdo dependera do valor numérico e do sinal.
Exemplo:
NUMERO DO NOTAS
ALUNO (X) MATEMATICA | (Y) ESTATISTICA
01 5 6
03 8 9
06 7 8
08 10 10
11 6 5
15 7 7
21 9 8
28 3 4
35 8 6
47 2 2
> 65 65
Exercicio: Com base nos dados da tabela abaixo calcule r:
CARREGAMENTO | DISTANCIA | TEMPO DE EN-
AMOSTRADO EM KM (X) | TREGA-DIAS (Y)
1 825 35
2 215 o
3 1.070 4
4 550 20 0
5 480 | R e R
6 920 R D R
7 1.350 45
8 325 | R R T
9 670 30
10 1.215 5,0
> 7.620 28,5
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Observacao: Correlagdao nao implica em causa e efeito.
Exemplo: Quando aumenta o nimero de internagdes por desidratacdo, aumenta também o
nimero de refrigerantes vendidos.
Nao posso concluir, portanto, que os refrigerantes causam desidratagao.

7.5- Regressao Linear Simples (Ajustamento da Reta)

Sempre que desejarmos estudar determinada varidvel em funcao de outra, deveremos fazer uma
analise de regressao.

A variavel sobre a qual desejamos fazer uma estimativa, recebe o nome de varidvel dependente
(Y), e a outra recebe o nome de variavel independente (X)

7.5.1- Objetivo: Descrever através de um modelo matematico a relacdo existente entre
duas variaveis partindo de “n” observagdes das mesmas.

7.5.2- Equacao da Reta (Y em funcdo de X = equacgdo que ajusta a reta)

Y =a+bx

onde: Y = valor estimado da variavel dependente (Y)

a = Coeficiente linear.
E a altura onde areta cortao eixo Y

b = Coeficiente angular.
Da a inclinagdo da reta

Y =a+bx

7.5.3- Formulas para Calcular “a” e “b” (Método dos “minimos quadrados” para ajustar
uma linha de regressao.)

szxy—ni-i

>x’—n-x2

onde: n =namero de observagoes

_ X
X="=

n
_ 3Y
Y="—
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Exemplo: ] ] ’
FACULDADE DE MIRANDOPOLIS - 2* SERIE - FLORIANOPOLIS - 200X
NUMERO DO NOTAS
ALUNO (X) MATEMATICA | (Y) ESTATISTICA
01 5 6
03 8 9
06 7 8
08 10 10
11 6 5
15 7 7
21 9 8
28 3 4
35 8 6
47 2 2
> 65 65

7.6- Interpolacao e Extrapolacio

Voltando a tabela anterior, vemos que 4 ndo figura entre as notas de matematica, entretanto,
podemos estimar a nota correspondente em estatistica fazendo X = 4 na equagao.

Y =a+bx

Assim: =0,91 +0,86.(4)

4,35

Y
Y

O mesmo acontece com a nota 1. Repetindo o processo teremos:

Como 4 pertence ao intervalo { 2 ; 10 }, dizemos que foi feita uma interpolagdo, e como 1 nao
pertence a este intervalo, dizemos que foi feita uma extrapolagao.

OBSERVACAO: Uma norma fundamental no uso de equacdes de regressio ¢ a de nunca
extrapolar, exceto quando consideragdes tedricas ou experimentais
demonstrem a possibilidade de extrapolagdo. Portanto, evite estimar valores
de Y fora do intervalo estudado de X.

Exercicio: Com base nos dados da pagina seguinte calcule:

a) O coeficiente de correlacdo linear de Pearson e interprete o resultado

b) A regressao linear simples através da equacao da reta

c) Através da equagdo de regressdo estime a quantidade de componentes que serdo
rejeitados para um funcionario com 5 semanas de experiéncia

d)Faca o grafico com a linha de regressao.



SEMANAS DE EXPERIENCIA E NUMERO DE COMPONENTES REJEITADOS

PARA 12 TRABALHADORES ALEATORIAMENTE SELECIONADOS

TRABALHADOR AMOSTRADO
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30 4] 5| 6| 7| 8| 9|10 11]12
SEMANAS DE EXPERIENCIA (X) 7 6l10] 8s8|12|10]| 4| 6|11 | 7| 8
QTDE PECAS REJEITADAS (Y) 26|20 |28 |34|23|36|30]|26|38|22]32]25

TRABALHADOR | SEMANASEX- | QTDE PECAS

AMOSTRADO | PERIENCIA(X) | REJEITADAS(Y)

1 7 26
2 9 20
3 6 28
4 10 34
5 8 23
6 12 36
7 10 30
8 4 26
9 6 38
10 11 22
11 7 32
12 8 25
> 98 340

7.7- Regressao Linear Multipla

Vamos, agora, considerar o caso em que a variavel dependente (Y) seja fun¢do de duas variaveis:
X e X,. Teremos, entdo, o seguinte modelo de regressao:

A

Y=a+b,x, +b,x,

Esta equacdo, denominada de estimador, ¢ a forma geral de regressdo, denominada de “linear

multipla”.

Na regressao linear simples, em que Y = f(x), tinhamos duas equacdes, chamadas “normais” para
a determinagao dos coeficientes ‘a’ e ‘b’ da funcado estimadora.

Na regressao linear multipla, como temos Y = f(x,), ou seja: ‘n’ varidveis ‘x’ para a formacao do
estimador, teremos (n + 1) equacdes normais. No caso presente, teremos (2 + 1) = 3 equagdes
normais, através das quais determinaremos os coeficientes ‘a’, ‘b;’ e ‘by:

Exemplo: Vamos estimar o plano de regressdo, considerando as seguintes variaveis:

2y =na+b 2x, +b,2x,

Tyx, = aZx, +b,2x] +b,Zx,x,

Tyx, = aZx, +b,2x,x, +b,=x;

[Vendas. . . ........... |l 6 || 7 || 15 || 18 || 20 || 23 |
|GastoscomTV. C e e e e (x1)|| 3 || 4 || 8 || 8 || 10 || 11 |
IGastos comJornal. . ..... (x2) || 1 || 2 || 3 || 5 || 8 || 6 |




Elaboraremos a tabela auxiliar de calculos:
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—*

y X1 X3 Yx; Vx> X1X2 X3 X2
6 3 1 18 6 3 9 1
7 4 2 28 14 8 16 4
15 8 3 120 45 24 64 9
18 8 5 144 90 40 64 25
20 10 8 200 160 80 100 64
23 11 6 253 138 66 121 36
89 44 25 763 453 221 374 139

Substituindo os valores respectivos no sistema de equagdes:

763
453

890 = 6a + 44b; + 25b,
44a + 374b; + 221b,
25a + 221b; + 139b,

Aplicando o céalculo matricial, teremos:

1°) Matriz dos coeficientes:

= 311916 + 243100 +
— 233750 — 293046 -
= 798116 — 795900 =
2°) Matriz para encontrar-se o valor de ‘a’:
89 44 25 89 44 = 4626754 + 4404972
763 374 221 763 374 — 4235550 — 4346849
453 221 139 453 221 = 13247301 — 13248907
a=E o -1606 a=-0,72
A 2216
3°) Matriz para encontrar-se o valor de ‘by’:
6 89 25 6 89 = 636342 + 491725 +
44 763 221 44 763 — 476875 — 600678 —
25 453 139 25 453 = 1626367 — 1621877 =
Ab
b, =— , 3490 b, =2,03

A 2216

243100 —
269104 =
2216 = A

+ 4215575 -

— 4666508
- 1606

498300 —
544324 =

=Aa

4490 = Ab,
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4°) Matriz para encontrar-se o valor de ‘b,’:

6 44 89 6 44 | = 1016532 + 839300 + 865436 -
44 374 763 44 374 | — 832150 — 1011738 — 877008 =
25 221 453 25 221 | = 2721268 ~2720896 = 372 =Ab,
Ab
b, = 202 , 272 b, =0,17
A 2216

Como estimador ¢ da forma y =a+b x, +b,x,, vem que:

y =-0,72 +2,03x, +0,17x,

E claro que, para simplificar, tomamos um exemplo a apenas 3 variaveis, incluida a variavel
dependente ‘y’. Todas as conclusdes podem ser iguais para ‘n’ variaveis.

Se o modelo tiver X;. Xp, X3 € X4, teremos que calcular ‘a’, ‘b;’, by’, ‘by” e ‘bs’ e, para tanto
s b b 9 b 9 b b
teremos um sistemas com 5 equacgdes para calcularmos as 5 incégnitas.
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EXERCICIO

Com base nos dados da tabela abaixo, pede-se:
a-) determinar a equacdo de regressdo de minimos quadrados de y para x; € Xp;

b-) determinar o valor de y para x; = 5,4 ¢ x, =0,9.

6,4 5,7 0,8
7,1 5,9 1,0
53 4.9 0,6
6,7 6,2 1,1
5,5 51 0,8
5,8 5,0 0,7
7,7 5,5 1,0
5,7 4.8 0,9
5,6 5.2 1,0
6,8 5.7 0,9

753 | 643 | 10,6 |
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CAPITULO 8

Séries Temporais
8.1- Introducao

Uma série temporal ¢ um conjunto de observacdes tomadas em tempos determinados,
comumente em intervalos iguais.

Ex.: Producdo total anual de ago no Brasil, durante um certo nimero de anos;
valor diario de fechamento de uma determinada acao na Bolsa de Valores;
temperaturas horarias anunciadas pelo servigo meteorologico;
total mensal de vendas de uma loja de departamentos.

Matematicamente, uma série temporal ¢ definida pelos valores Y, Y, ... de uma variavel Y
(temperatura, valor de fechamento de uma acio, etc.), nos tempos t, t; .... Portanto, Y ¢ uma
funcao de t simbolizada por Y = F(t).

Portanto, uma série de dados estatisticos ¢ denominada temporal, cronologica ou histdrica,
quando o elemento fempo varia, permanecendo fixos os elementos fato e seu local de

ocorréncia.

8.2- Movimentos Caracteristicos

o~

E interessante imaginar que o grafico de uma série temporal, como representado abaixo,
descrito por um ponto que se move com o decorrer do tempo, de alguma forma analogo
trajetoria de uma particula material que se desloca sob a influéncia de forgas fisicas. Entretanto,
o movimento pode ser provocado, em vez de forcas fisicas, por uma combinagdo de forgas
econdmicas, socioldgicas, psicologicas e outras.

oo

Experiéncias realizadas com vdarios exemplos de séries temporais revelaram certos movimentos
ou variagoes caracteristicas, alguns dos quais, ou todos, estdo presentes em graus diversos. A
analise desses movimentos ¢ de grande valor, especialmente quando se trata de prever
movimentos futuros. Em conseqiiéncia, ndo deve constituir surpresa o fato de muitas industrias e
setores governamentais estarem profundamente interessados nesse importante assunto.

Rebanho animal dos

»
»

N.° de Cabecas EUA 1870-1960

100 -

90 —+
80
70
60
50
40

30
20 —+

—t+—+—+—+—+—+—+—+—> Anos

1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960
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8.3- Analise de Séries Temporais

Os objetivos da analise das séries temporais, em primeiro lugar, sdo o de descrever seu
comportamento no passado e, em seguida, analisar tal comportamento. A analise foi
desenvolvida principalmente, como resultado de investigagdes sobre a natureza e a causa das
flutuagdes da atividade economica, ao que se chamou de “ciclos econdmicos”. Um grande
nimero de séries temporais revela flutuagdes ciclicas e, portanto, a relacdo entre essas séries
deve ser investigada.

Para examinar qualquer série temporal, ¢ essencial que se construa, em primeiro lugar, o seu
grafico, objetivando obter-se uma visao geral do seu comportamento.

Classificam-se em quatro tipos principais 0s movimentos caracteristicos das séries temporais,
sdo eles:

Y Y Y

[ >t | > 1 T > t

(a) Tendéncia a Longo (b) Tendéncia a Longo (c) Tendéncia a Longo Prazo,
Prazo ou Movimentos Prazo e Movimento Movimentos Ciclicos e
Seculares — (T) Ciclico—(C) Estacionais, Sazonais — ( S )

Ex.: (@ Movimentos seculares ou de longo prazo— (T)
Qualquer movimento de longo prazo. Indica a dire¢ao geral segundo a qual parece que
o gréfico se desenvolve.

(b) Movimentos ou variacoes ciclicas — ( C)
Ciclos de negocios, que representam intervalos de prosperidade, recesso, depressao e
recuperacao (nas atividades econdmicas — ciclicos, apos 01 ano).

(c) Movimentos ou variacoes estacionais, sazonais — ( S)
Eventos periddicos que ocorrem anualmente — stibito aumento das vendas de uma loja,
antes do Natal. (Semanal, quinzenal, mensal, bimensal, etc. < de 1 ano).
(d) Movimentos irregulares ou aleatérios — (1)
sdo os que se referem aos deslocamentos eventuais das séries temporais, provocados
por eventos tais como greves, secas, enchentes, epidemias, etc.
8.4- Médias Moveis — Alisamento das Séries Temporais

Define-se uma média movel de ordem N, a que ¢ obtida pela seqiiéncia das médias aritméticas.

Ex.: Dados os numeros 2, 6, 1, 5, 3, 7 ¢ 2, uma média mével de ordem 3 serd dada pela
seqiliéncia:

2+6+1, 6+1+5, 1+5+3 5+3+7, 3+7+2, istoé 3,4,3,5,4.
3 3 3 3 3

E comum localizar-se cada nimero da média mével em sua posi¢cdo apropriada em relagdo aos
dados originais. Assim, para o exemplo, escrever-se-ia:



65

Dados originais | 2 | 6 |

Médias Moveis | - | 3
As médias moéveis tém a propriedade principal de tenderem a reduzir o total da variagdo que se
apresenta em um conjunto de dados. No caso das séries temporais, essa propriedade ¢
freqiientemente usada para eliminar flutuagdes indesejaveis regularizando as séries. Este
processo ¢ denominado alisamento das séries temporais.

Exercicios:

1)A que movimento caracteristico de uma série temporal estd principalmente associada cada
uma das seguintes ocorréncias? (SPIEGEL: 434)

(a) Um incéndio em uma fabrica, atrasando a produ¢do em 3 semanas.
(b) Uma era de prosperidade.
(¢) Uma venda posterior a pascoa, em uma loja de departamentos.

(d) A necessidade de aumentar a produgdo de trigo devido ao acréscimo constante da
populagdo.

(e) Numero mensal de cm da precipitagdo da chuva, em uma cidade, durante um periodo de 5
anos.

2)Para os dados da tabela abaixo, construir uma: (SPIEGEL: 434)
a- média movel de 5 anos;
b- média movel de 4 anos;
c- média movel centrada de 4 anos.

Anos 1989 11990 1995 1996

Variavel

Solucio da letra a:

Anos Dados Total movel de 5 anos Média movel de 5 anos
1989 50,0 - -
1990 36,5 - -
1991 43,0 2129 42.6
1992 44.5 201,0 40,2
1993 38,9 197,1 39,4
1994 38,1 192,8 39,6
1995 32,6 190,0 38,0
1996 38,7 192,2 38,4
1997 41,7 187,9 37,6
1998 41,1 - -
1999 33,8 - -

O primeiro total movel, 212,9, da coluna 3 ¢ a soma da 1* até¢ 5* casa da coluna 2. O segundo,
201, é a soma da 2% até a 6® casa da coluna 2 e etc..

Dividindo-se cada total mdvel por 5, obtém-se a média mdvel desejada.

Calcule as letras “b” e “c”.
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CAPITULO 9

Nimeros Indices
9.1- Conceito e Objeto

Niimero Indice é um conceito que nos permite comparar o nivel geral de magnitude de um grupo
de variaveis distintas, porém interrelacionadas, em duas ou mais situa¢des. Logo, vem a ser a
designacdo dada a um numero, destinado a representar as diferengas de uma variavel, ou de um
grupo de varidveis relacionadas entre si.

Os Numeros Indices podem ser usados para varios propositos tais como para medir as variagoes
de precos de bens de consumo, a quantidade fisica de mercadorias produzidas ou vendidas; ou
podem relacionar-se a conceitos tais como produtividade, eficiéncia, inteligéncia, etc..

9.2- Conceito de Relativo
Quando queremos analisar a variagdo no preco ou na quantidade ou no valor de um s6 bem,

basta representar um s6 valor em termos percentuais, obtendo o que denominamos relativo de
preco de quantidade ou de valor.

9.3- Indices Relativos

E a relagdo entre o prego de uma unica utilidade, em um periodo determinado, € o de outro
periodo, denominado bdsico ou de referéncia.

9.4- Tipos de Niimeros indices
9.4.1- Relativos Simples:

Sao aqueles calculados através de uma “regra de trés”.
Representando por 0 o periodo base e por n o periodo atual, temos:

a) Relativo de Pregos I, = i:—" -100
. ) _q,
b) Relativo de Quantidades I, = q— -100

onde:

Po = prec¢o no periodo base

pn = prego no periodo considerado (aquele para o qual se deseja o indice)

qo = quantidade no periodo base

dn = quantidade no periodo considerado (aquele para o qual se deseja o indice)

Exemplo: 1) O preco de certo produto, em 1998, foi de R$ 12,00 e, em 2000, de R$ 13,80.
Tomando-se como base o0 ano de 1998, calcular o preco relativo de 2000.

13,80
I =——-100=115
0% = 1200

Logo: em 2000 houve um aumento de 15% no preco do produto, em relagdo ao seu preco em
1998.
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2)Uma empresa produziu 45 ton de aco em 1998 e 68 ton em 1999. Qual ¢ a quantidade
relativa em 1999.

68
Loy = 521100 =151

Logo: em 1999 a empresa aumentou sua produ¢ao em 51%, relativamente a 1998.

Observacio:

Como a base ¢ 100 (o ano escolhido, ou o periodo, ou a época), torna-se evidente
que os numeros indices acima de 100 sdo acréscimos havido em relagdo a base. Aqueles abaixo
de 100, sdo diminui¢des, através da diferenca, isto ¢: se um numero indice deu 93%, isto
significa que houve uma reducdo de 7% em relagdo a base.

Exercicio: Uma concessionaria de veiculos deseja acompanhar o desempenho de um de seus
vendedores, recentemente contratado, estabelecendo um controle semanal das
unidades vendidas. Os dados do primeiro més encontram na tabela abaixo. Pede-se:
(TOLEDO: 314)

a-) construir um indice de quantidade (relativo), tomando a primeira semana como
base;

b-) construir um indice de quantidade, com base nas vendas da quarta semana;

c-) admitindo que a média semanal de vendas dos vendedores da concessionaria
seja 12 unidades, determinar os valores de um indice de venda com base nessa
média;

d-) se vocé fosse o vendedor e, recebesse comissao pelo desempenho, medido pelo
indice de quantidade, qual dos indices escolheria para receber suas comissdes.

o , | RELATIVOS DE VALOR
SEMANA N.° de Veiculos —
Vendidos Venda Venda Venda Média
1* Semana 4* Semana 12 Unidades
1 6
2 9
3 9
4 15

¢) Valor Relativo:
€ % L 6c 9 L

se “p” € o pre¢co de uma utilidade durante um periodo e “q” ¢ a quantidade ou volume
produzido, vendido, etc., durante este periodo, “p . q” ¢ denominado de “valor total”.

Exemplo: Se 1.000 pecas de automoéveis sdo vendidas a R$30,00 cada uma, o valor total sera de
30 x 1000 = 30.000.

Se “p,” € “qo” representam, respectivamente, o preco e a quantidade de uma utilidade durante um
periodo ou ano-base e “p,” e “qn” representam, respectivamente, o preco e a quantidade num
periodo ou ano considerado, os valores totais serdo dados por “v,” e “v,”, respectivamente, e
definidos por:

Vl'l — pnqn
Vo P4,

Valor relativo =

= Preco Relativo x Quantidade Relativa

Exemplo: Uma industria espera que suas vendas de pecas de automoveis aumentem em 60% no
proximo ano. De quanto deverd ser aumentado o preco de venda, para que a venda
bruta duplique?
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PROVA:
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valor relativo = preco relativo x quantidade relativa
ou: preco relativo x 160 = 200%

Entao: preco relativo 200/160 = 125
Logo: os pregos de venda devem ser aumentados de 125 — 100 =25%

Supondo que tivéssemos vendido 100 pegas a R$1,00 cada, teriamos uma receita de
R$100,00.

Atendendo ao exercicio, teremos que vender 160 pecas, obtendo uma receita de
R$200,00.

Pela resposta (aumentar o prego em 25%), nosso novo prego ¢ R$1,25.

Multiplicando R$1,25 por 160 pegas, chegamos ao pedido que é dobrar a venda bruta
(R$200,00).

d)Elos relativos:
consideremos a seqiiéncia de pregos relativos do tipo:

I

o100 Loosis Lozsas Logsas oo 1o oy » €M que tais relativos sejam considerados em intervalos

sucessivos de tempo. A isto se denomina de “elos relativos” pois que cada relativo tem
sua base no periodo imediatamente anterior.

Exemplo:

Suponha-se que certa utilidade apresentou os seguintes pregos, no periodo de 1997 a
2000: $80, $120, $150 e $180, respectivamente.

Pede-se os elos relativos de pregos.

Looso7 = (120/80) x 100 = 150 =» aumentou 50% (1998 em relagdo a 1997)
Lo = (150/120) x 100 = 125 =» 1999 aumentou 25% relativamente a 1998
Ioooo = (180/150) x 100 = 120 =» 2000 cresceu 20% em relacdo a 1999

e) Relativos em Cadeia:
consideremos a seguinte seqiiéncia de elos relativos de precos:

I

o100 Loasis Lozsas Loasas oo Loy Se desejarmos saber qual o incremento ocorrido — ndo

entre 0s anos sucessivos, mas — entre, por exemplo, o Ultimo ano com base no primeiro,
isto € I, multiplicam-se, entre si, os elos relativos:

Lono = Ipwo - It - T3 - Ipas oo Tpn /e
Exemplo: Um I mostrou, relativamente aos periodos imediatamente anteriores, os seguintes

resultados:
1997 = 130; 1998 = 125; 1999=140 e 2000=150

Pede-se o incremento havido em 2000, com base em 1996.

I400/96 = 149796 - 1998197 - 1q99/98 - Iq00/99
Iqo()/% = 1,30 . 1,25 . 1,40 . 1,50

L0006 = 3,4125 = 341,25 portanto, 341,25 — 100,00 = 241,25

Logo: houve um aumento da quantidade, em 2000, de 241,25% relativamente a
1996.

9.4.2- Agregativos Simples:

a) Agregativo Simples ou Indice de Bradstreet

b) Médio-artmético Simples ou Indice de Sauerbeck
c) Meédio-harmodnico Simples

d) Médio Geométrico Simples

e) Mediano
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Nota: a tabela abaixo servird de base para o calculo dos indices acima especificados e os
“Agregativos Ponderados”, a seguir.

MERCADORIAS Preco =A l;:, Basie Qu::l??dade = Qo Prej;l)1 0=C[()):1 SIderzgzantifig?l(l = Qn Igll?;nrfilg;gzs
A 1,50 ! 30 2,00 ! 20 25
B 2,00 5 20 1,50 5 20 25
C 1,30 i 10 1,50 i 20 10
z 4,80 ! 60 5,00 ! 60 60

a) Agregativo Simples ou Indice de Bradstreet:
E definido pela soma das mercadorias referentes a uma época determinada, medindo-se as
alteracdes gerais de precos, comparando-se os resultados obtidos para as diferentes épocas.
Sua formula ¢ dada por:

5 3
L =—Pogoof o 1, =—2a.100

2p, 2q,

Exemplo: Com os dados da tabela, fazendo 1999 = 100%, temos:
I,=5,00/4,80=1,042 . 100 = 104,2

Conclusao: os precos das mercadorias A, B e C, em 2000 foram maiores em 4,2%,
relativamente aos pregos destas mesmas mercadorias em 1999.

b)Médio-Aritmético:
Consiste na redugdo de cada preco cotado a forma de um relativo, referido ao preco da mesma
mercadoria, em certa época, tomando-se depois a média aritmética desses nimeros relativos.
O critério ou método de calculo é também chamado de “indice de Sauerbeck” ¢ sua formula
¢ dada por:

Onde: “N” = numero de relativos (ou nimero de observagdes ou niimero de itens)

MERCADORIAS Po 1919?{elativo = Po/Po Pu 2OIO(ilelativo = Pu/Po
A 1,50 ] 100 2,00 ] 133,3
B 2,00 § 100 1,50 § 75,0
C 1,30 ! 100 1,50 ! 115,4
Y m mm e e e e e e e e e e e e e e mm - 323,7

Entdo: I,=323,7/3=107,9.
Conclusio: houve um acréscimo de 7,9%

¢) Médio-Harmeonico:
a média harmodnica de um conjunto de valores Xxj, Xy, ... , X, € 0 reciproco da média aritmética
dos reciprocos desses valores. Assim, o reciproco de x; € 1/x; e, assim, sucessivamente. Entdo:
a média harmdnica do conjunto ¢:
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Os termos focalizados no presente caso sdo pregos relativos, da forma p./p,. Logo, para o
método, a formula ¢ dada por:

Exemplo: Com os dados da tabela, temos:
1999 2000
MERCADORIAS Relativo . ReIc{l'g;(t)ic‘:)odo Relativo Reciproco do Relativo
A 100 1 0,01 = (1/100) 133,3 10,0075 =1(133,3)
B 100 ! 0,01 75,0 ! 0,0133
C 100 0,01 1154 0,0087
Y= m == e e e e e e e e e e e e e m e - == - 0,0295

Entdo: I, = 3/0,0295 = 101,7. Portanto, houve um acréscimo de 1,70%.

d)Médio-Geométrico:
¢ um processo muito utilizado e sua férmula ¢ dada por:

P,
I, =N n-[poJ

Torna-se evidente que, em casos de formula¢des deste tipo, o emprego de logaritmos vem
simplificar os célculos; neste caso, teriamos:

logl, = N
Exemplo: com os dados da tabela, temos:
MERCADORIAS i 1999 i i 2000 i
Relativo log do Relativo Relativo log do Relativo
A 100 2,00000 133,3 2,12483
B 100 2,00000 75,0 1,87506
C 100 2,00000 115,4 2,06221
D T T T 6,06210

Entdo: log I, = 6,06210/3 = 2,02070

ant log I, = ant log 2,02070, portanto, I, = 104,88, dai, ocorreu um acréscimo de 4,88%.

e) Mediano:

observemos os relativos, para o ano de 2000 (relativos de pregos), que foram os seguintes:
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133,3; 75,0 e 115,4. Com tais nimeros, podemos organizar o seguinte rol crescente:

75,0 < 1154 < 1333
onde o valor “mediano” ¢ “115,4”. Este valor mediano ¢ o nimero indice de precos para 2000,
significando aumento de 15,4% nos pregos das mercadorias A, B e C, relativamente a 1999.

Notas e Conclusdes:

Na constru¢do dos cinco niimeros indices, observa-se que nao houve um critério logico de
ponderagdo (pesos) . Todos eles sdo designados, por isto, como “médias ndo-ponderadas™ - o
que, portanto, leva a uma falsa idéia da realidade.

O primeiro indice focalizado (agregativo simples) ¢ um indice de forte ponderacdo, muito
embora os pesos nao sejam muito 1dgicos. Nos outros quatro tipos, os pesos sdo as diferentes
quantidades que podiam ser adquiridas por um prego fixo de 100.

Quanto aos demais numeros indices, observa-se que as médias aritmética, harmodnica e
geométrica, apresentam, entre si, uma relacdo constante. Exceto quanto ao ano-base, a média
harmonica ¢ sempre menor do que a média geométrica e esta, por sua vez, ¢ sempre menor do
que a média aritmética - sendo que o valor dessas diferencas cresce na medida em que a
dispersdo dos precos torna-se maior.

Logo, nenhum desses numeros indices ¢ perfeito, de vez que os pesos nao medem, de modo
logico, a importancia das diversas mercadorias incluidas nos referidos ntimeros indices.

9.4.3- Agregativos Ponderados

Na constru¢dao de nimeros indices, representativos das variagdes de precos e/ou quantidades, os
pesos a serem utilizados devem ser logicos e devem refletir, ainda, com veracidade, a
importancia relativa das mercadorias levadas em consideracao.

Nao sendo considerado o problema da ponderacdo, ndo se podera evitar a presenga, reconhecida
ou ndo, de pesos ilogicos e desordenados. Os pesos usados na constru¢do de numeros indices,
poderdo ser os pregos e/ou as quantidades ou os valores totais, segundo o tipo, ou critério, ou
método de indice escolhido.

Os métodos e/ou critérios de calculo de numeros indices agregativos ponderados sao os
seguintes:
a) de Laspeyres
b)de Paasche
c) Indice Ideal de Fisher
d) das médias ponderadas de relativos
1°) média aritmética ponderada de relativos
2°) média geométrica ponderada de relativos
e) de Sidgwick-Drobisch
f) de Marshall-Edgeworth
g)das médias das quantidades dos anos tipicos

a)Método ou Critério de Laspeyres:
para o indice ponderado de precos, usam-se como pesos as quantidades do ano-base:

_2(p,4,)
" 3(p,q,)

Para o indice ponderado de quantidades, usam-se como pesos os pregos do ano-base:
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_2(q,P.)
" X(q,p,)

Exemplo: dada a tabela abaixo, calcular o I, e o I, para 2000, relativamente a 1999, por

Laspeyres.
1999 2000 CALCULOS
MERCADORIAS Preco p, | Qtde q, | Preco p, | Qtde g, Po9o Pude quPo
A 1,50 30 2,00 20 45 60 30
B 2,00 20 1,50 20 40 30 40
C 1,30 10 1,50 20 13 15 26
e e e e 98 105 96
I =£=107,10 [ :%:97,00
98 98

Os pregos dos produtos A, B e C, em 2000, aumentaram de 7,1% relativamente aos pregos destes

produtos em 1999. Quanto as quantidades de 2000, estas diminuiram de 3%, em relacdo aquelas
de 1999.

b)Método ou Critério de Paasche:

para o indice ponderado de precos, usam-se como pesos as quantidades do ano considerado
(aquele para o qual se deseja o indice):

. XS
o= 2Paly)
2(p.9q.)

Para o indice ponderado de quantidades, usam-se como pesos os pregos do ano considerado:

| _Z@,p,)
-
£(q,p.)

Exemplo: com os dados da tabela, calcular I, e Iy, para 2000, com base em 1999, por Paasche.

1999 2000 CALCULOS
MERCADORIAS Preco p, | Qtde q, | Pre¢o p, | Qtde g, Poln Pndn 9oPn
A 1,50 30 2,00 20 30 30 60
B 2,00 20 1,50 20 40 40 30
C 1,30 10 1,50 20 26 30 15
Y e e e e e 96 100 105
I :@:104,20 I =@=95,00
96 105

Os precos dos produtos A, B e C, em 2000, aumentaram de 4,2% em relacdo aos precos destes
produtos em 1999, ao passo que quantidades diminuiram 5%.

Consideracoes sobre os critérios de Laspeyres e Paasche

1°) Os indices obtidos pelos métodos de Laspeyres e Paasche, ainda que visando medir a
mesma variagdo, levam-nos a resultados diferentes, tendo em vista serem diferentes os
critérios de ponderagdo. Assim o indice de Laspeyres ¢ uma média aritmética ponderada de
relativos de precos, sendo a ponderacao feita com base na participacao relativa (percentual)
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de cada bem no valor dos bens, considerados na época-base. O indice de Paasche ¢
calculado através de uma média harmodnica dos relativos de precos, sendo o peso de cada
bem considerado como sua participagado relativa no valor dos bens na época atual.

2°) Os resultados de cada um dos indices, de Laspeyres e de Paasche, sdo, em geral, diferentes,
quando aplicados aos mesmos dados (veja exemplos anteriores). Os resultados seriam iguais
se os pregos ou as quantidades de todos os bens que compdem o indice variassem na mesma
proporg¢ao. Porém, na pratica, nenhum desses elementos varia na mesma propor¢ao e, assim,
a relacdo entre os dois indices ird depender da correlacdo entre as suas variacdes. Logo,
supondo que as variagdes dos precos e das quantidades, no tempo, resultassem de mudancas
das condigcdes de oferta, esperar-se-ia uma correlagdo negativa entre essas varidveis.
Havendo uma eleva¢dao no nivel geral de precos, os bens cujos precos tivessem sido
elevados mais do que a média tenderiam a ter “q,” relativamente menor do que “q,”
pesando, consequentemente, menos no indice de Paasche do que no de Laspeyres.

3°) Os indices de Laspeyres e Paasche sdo iguais quando nao houver correlagdo linear entre os
relativos de precos e de quantidades; ou quando todos os precos ou todas as quantidades se
alterarem na mesma propor¢ao - inexistindo, consequentemente, dispersdo de variacdo dos
precos ou das quantidades.

49) A discrepancia relativa entre os indices de Laspeyres e Paasche sera maior, quanto maior for
o grau de correlagdo entre as variagdes de precos e de quantidades; ou, quando a dispersao
dos dois grupos de variagdes for alta. Na pratica, se os periodos comparados nao forem
muito distanciados, esses indices sdo muito préximos.

c) indice Ideal de Fisher:
normalmente existe uma discrepancia - denominada, comumente, de “erro” - entre a medida
que se pretende obter, através dos niimeros indices, e aquela que realmente se obtém. Tais
discrepancias, ou erros sao, basicamente, trés:
1°) erro de formula;
2°) erro de amostragem e;
3°) erro de homogeneidade.

Na pratica, a medida do “erro de férmula” ¢ igual a diferenca entre os indices de Laspeyres e
Paasche.

Logo, existem dificuldades a serem sanadas e, para isto, “retificam-se” as formulas, mediante
um processo cruzado, que consiste em se tomar a média geométrica dos erros em sentidos
opostos.

Fisher realizou varias experiéncias com todas as formulas possiveis (chamadas de testes),
encontrando apenas 13, em que as provas ou testes foram satisfeitos. Dentre elas, escolheu
uma como sendo “ideal”, tanto do ponto de vista da exatiddo como da simplicidade de calculo.

O “indice ideal de Fisher” ¢ expresso por uma féormula que consiste na média geométrica dos
critérios de Laspeyres e Paasche:

[ _ [Zb.a,) =p,aq,)

*\x(p,a,) =(p.q,)

NOTA: para o de quantidades, basta que se fagam as modificagdes na simbologia.

Exemplo: com os dados da tabela e, com base em 1999, calcular o indice de precos para 2000,
pelo método ideal de Fisher.
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Substituindo na féormula acima, os valores ja encontrados anteriormente, para os
numeros indices, calculados pelos critérios de Laspeyres e Paasche, obtemos:

I, =4/107,10-104,20 =105,64

Logo: os pregos das mercadorias A, B e C, em 2000, cresceram 5,64% relativamente
aos precos destas mesmas mercadorias, em 1999.

d) Método ou Critério das Médias Ponderadas de Relativos:
para este tipo de calculo, multiplica-se cada relativo pelo peso correspondente e divide-se a
soma dos produtos pela soma dos pesos.

Nos casos anteriormente vistos, os pesos usados foram as quantidades, pois “precos x
quantidades” resultam em agregados expressos em unidades monetarias. Porém, as
quantidades ndo servem para ponderar relativos de pregos; estes deverdo ser ponderados por
valores, a fim de possibilitar a comparagao dos produtos resultantes. Isto por que os valores se
exprimem por uma unidade comum, que ¢ a monetéria, ao passo que as quantidades podem ser
expressas em unidades as mais diversas.

Fisher sugere os quatro processos seguintes, como fatores de ponderacao:

1°) de tendéncia ascensional: a- pnqo: prego do ano considerado x quantidade do ano-base

b- pngn: preco do ano considerado x quantidade do ano
considerado.

2°) de tendéncia descensional: ¢c- p,qo: preco do ano-base x quantidade do ano-base

d- podn: prego do ano-base x quantidade do ano considerado.

Os indices ponderados pelo “tipo a” devem exceder aos que tiverem como fator de ponderagado
0 “tipo ¢”. Ponderando-se o relativo de um dado produto com o fator do “tipo a”, teremos:

P.

[}

"Pno

[P

Utilizando o sistema “c”, teremos:

P.
— P9
p

[

Se pn > po, isto quer dizer que p, / po > 100: o peso indicado no “tipo a” serd maior do que o
fornecido pelo “tipo c”. Logo, os relativos superiores a 100 acham-se mais fortemente
ponderados pelo sistema “a” do que pelo “c”.

[1Pb]

Porém, se ocorrer que p, < po, 0 fator de ponderacdo do sistema “a” serd menor do que o do
sistema “c”. Todos os relativos menores do que 100 sdo mais fracamente ponderados pelo “tipo
a”, do que pelo “c”.

Portanto, o efeito de todos os aumentos de precos é exagerado para mais e o de todas as baixas
de pregos ¢ exagerado para menos quando se usa o “tipo a”, fornecendo sempre um resultado
liquido superior ao do “tipo c¢”.

Analogamente, podem-se comparar os tipos “b” e “d” obtendo-se os mesmos resultados.

No que se refere aos tipos “b” e “c” - embora entre eles nao haja uma relacao necessaria - os
indices ponderados pelo “tipo b excederdo, em geral, aos que o tiverem sido pelo “tipo c”.
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1°) Média aritmética ponderada de relativos:
A média aritmética de relativos, ponderada com os valores do ano base, eqiiivale ao indice
agregativo ponderado com as quantidades do ano base. Se ponderada com o produto dos
precos do ano base pelas quantidades do ano considerado, eqiiivale ao indice agregativo

ponderado com as quantidades do ano considerado.

Sua formula ¢ a seguinte:

Pn
Z( : poqo}
P,
=P J
>(p.4q,)
Exemplo:
Relativo de Relativo de Relativo de Relativo de
MERCADORIAS 1999 PeSOPo | 1999 x peso | 2000=p,/p. | 2000 x peso
A 100 45 4500 1333 5.998.,5
B 100 40 4000 75,0 3.000,0
C 100 13 1300 115,4 1.500,2
2 - 98 - - 10.498,7
[ = 10.498,7 ~1071

p

2°) Média Geométrica Ponderada de Relativos:

O processo seria 0 mesmo da média geométrica simples, se ndo se tivesse que multiplicar
0 “log” de cada relativo pelo respectivo peso e, dividir a soma destes “logs” ponderados
pela soma dos pesos - resultando, dai, o “log” do indice procurado. Fazendo:

Podo = Qi teremos:

p Q; 2 Qi lOg pin
I =2 — ou [logl=——"-—"-
[p o } 2 Qi
Exemplo:
Relati Relati
MERCADORIAS ¢ ?;3790 de Peso p.q, = Q; 20(?0212‘[,:1 ;1;0 log p./ po Q; . log p./ po
A 100 45 133,3 2,12483 95,61735
B 100 40 75,0 1,87506 75,00240
C 100 13 1154 2,06221 26,80873
> - 98 - - 197,42848
logl = % =2,0145763 o resultadoserd o antilogde I, que ¢ 103,41

e) Método ou Critério de Sidgwick-Drobish:

o método consiste na extragdo de uma média simples entre os critérios de Laspeyres e

Paasche, sendo sua formula a seguinte:
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Exemplo: com os dados da tabela e ja tendo calculado os valores de Laspeyres e Paasche,
substituindo-os na formula, vem:

= 107,10 +104,20

=105,65

f) Método ou Critério de Marshall-Edgeworth:
Fisher considerou esta féormula como a mais pratica e compreensiva, por apresentar as
seguintes caracteristicas: exatiddo, rapidez, minimo de dispersdo e simplicidade. Com o
emprego dessa formula, os resultados diferem, comumente, em menos de 1/4% dos que sdo
obtidos com o emprego da féormula ideal de Fisher. Sua férmula ¢ dada por:

- ZP.(a, +a,)
=p, (9, +4.)

Exemplo:

MERCA- 1999 2000 CALCULOS

DORIAS Preco p, Qtde g, Preco p, Qtde g, Qo+t qn Po(Go+ qn) | Pu(ge+qun)
A 1,50 30 2,00 20 50 75 100
B 2,00 20 1,50 20 40 &0 60
C 1,30 10 1,50 20 30 39 45
5 - 194 205

1229 _ 1057
194

g)Método ou Critério das Médias das Quantidades dos Anos Tipicos:
As foérmulas de Laspeyres e Paasche envolvem fatores de ponderacdo que variam quando as
épocas a serem comparadas mudarem. Os pesos do indice de Paasche mudardao quando
mudarem as épocas atuais; os do indice de Laspeyres, quando mudarem as épocas bésicas.
Dessa forma, esses dois indices sao considerados como indices com ponderagdes variaveis, em
contraposi¢do com os indices agregativos com ponderagdo constante (fixa), sendo a formula
do indice de precos dada por:

= Z (pnqt )
P Z (poqt)
Exemplo:
MERCA- 1999 2000 Qtde dos Anos Tipicos CALCULOS
DORIAS | Precop, | Qtde q, | Precop, | Qtde q, qt PoYt Pnq¢
A 1,50 30 2,00 20 25 37,50 50,00
B 2,00 20 1,50 20 25 50,00 37,50
C 1,30 10 1,50 20 10 13,00 15,00
T e e 100,50 | 102,50
I= 102,50 =102,00
100,50

8.5- Testes, Provas e/ou Propriedades em Numeros indices

Quando tratamos do “Indice ideal de Fisher”, fizemos mengao a testes em nimeros indices. Nao
existe um indice considerado perfeito, ou uma férmula universalmente aceita para quantificar, de
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modo inequivoco e exato, as variacdes de pregcos e de quantidades, especialmente quando os
indices se referem nao a um, mas a um conjunto de bens. A literatura fornece uma variedade de
métodos de calculo de indice. A escolha do método serd facilitada se houver algum critério que
possibilite salientar as vantagens e as limitagdes de cada um deles.

Irving Fisher desenvolveu alguns testes ou critérios matematicos muito uteis para comparar as
varias formulas propostas de nlimeros indices.

Tais testes (propriedades) sdo em nimero de cinco e tém a finalidade de indicar-nos se o tipo de
numero indice empregado em um certo calculo, é o melhor, ou o mais compativel. E evidente
que aquele critério cujo indice responder a todas as provas, sera o melhor e, portanto, o que
devera ser utilizado.

Ressalva-se, entretanto, que, na maioria das vezes, apenas o indice ideal de Fisher, o critério de
Sidgwick-Drobish ¢ o método de Marshall-Edgeworth satisfazem aos dois testes mais
importantes, que sdo os de “reversao no tempo” e “reversao de fatores”.

Os testes sdo os seguintes:

1°) Identidade
O precgo e/ou a quantidade relativo(a) deve ser igual a unidade quando a época dada (n)
coincidir com a época basica (0). Por essa razdo, quando se pretende identificar determinada
data como bésica costuma-se iguala-la a 100.

Exemplo: Suponhamos que um indice de pregos calculado para o ano de 1999 tenha dado 200.
Aplicando a propriedade:

I
T 200 1,00 =100%
200

Ip99

2°) Reversao (Inversio) do Tempo
Permutando-se dois periodos, os pregos e/ou as quantidades relativos(as) correspondentes
serdo reciprocos, ou seja o inverso um do outro. Poucos indices satisfazem a essa condigao.

s -1

pn/o pn/o .Ipo/n

po/n

(n/o = ano considerado/ano-base; o/n = ano-base/ano considerado)

1°) Exemplo: Comprovar a propriedade de inversdo do tempo usando os dados do exemplo da
“concessionaria de veiculos”. (p. 45)

Os valores dos relativos necessarios para a comprovagao do teste sdo os seguintes:

_q 15/ _
Q4 = /Ch = 6—2,50
_q -6/ _
Qs = /(14 = 15—0,40

Portanto q14 x q41 = 2,50 x 0,40 = 1,00
Os relativos satisfazem ao teste de inversdo de tempo

2°) Exemplo: Suponhamos que tenhamos os seguintes indices de precos: Iyo9 = 110 e Iy = 120
Aplicando a propriedade, vem:
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120_ 1 . 120 110

110 110 " 110 120

120

3°) Reversao de Fatores
Se, com um certo numero de mercadorias, construir-se um indice de precos e um indice de
quantidade, ¢ de se esperar que: o seu produto seja igual a razdo dos valores, ou seja:

L oxba) v,
P Z(poqo) ZVO

Exemplo: Suponha-se que um certo método de célculo de niimero indice tenha apresentado os
seguintes resultados:
[,=105,64; 14=96,60; Zv, =100,00 e Xv, =98,00

Um outro método aplicado apresentou os seguintes resultados:
I,=104,17; 1,=9524; ZXv,=102,00 e Zv,=99,00

Verificar qual dos dois critérios aplicados ¢ o melhor.

Como se tomam os indices em razdo de valores, significa que eles serdo tomados
divididos por 100. Entao:

1,0564 . 0,9660 100/98 = 1,0204 = 1,0204, portanto, ha compatibilidade.

1,0417 . 0,9524 102/99 = 0,9921 # 1,0303, portanto, ha incompatibilidade.
Logo, o primeiro método de calculo de numero indice ¢ o melhor.

4°) Ciclica ou Circular
O produto dos elos relativos de pregos e quantidades, ¢ igual a unidade - isto e:

I =1

pb/a 'Ipc/b 'Ipa/c

Exemplo: Suponhamos que tenhamos os seguintes indices de pregos:
Ip97 = 110; ngg = 120; Ip99 = 150; Ip()() =200

Aplicando a propriedade, vem:

120 150 200 110 _110_1

I J J A = . - h
PORIST OIS = Tp00B = B0 T 410 7120 150 200 110

59 Ciclica ou Circular Modificada

Ipb/a .Ipc/b .Ipd/c = Ipd/a

Exemplo: com parte dos dados acima, teremos:

120 150 150 150 _150
110 120 110 110 110

Ip98/97 . Ip99/9g = Ip99/97, portanto, 1,364 = 1,364
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9.6- Mudanca de Base em Séries de Niimeros Indices

9.6.1- Construcao

Ha necessidade, muitas vezes, de se construir séries de nimeros indices. Porém, a
escolha da época base, a partir da qual os numeros indices sdo construidos, podem gerar duvidas.

Dois aspectos importantes devem ser considerados para a construgdo de séries de
nimeros indices: a selecdo ou escolha da época base e, a possibilidade de sua mudanga, sem
implicar em erro ou na independéncia do indice em relagdo a base.

A escolha da base de um nimero indice deve recair no periodo para o qual a
atividade econdmica nao se acha sob a influéncia de variagdes estruturais de momento (variagoes
ocasionais), sejam relativas a uma situagdo expansionista ou a uma retracionista. Logo, a base
deve ser escolhida naqueles periodos em que as condigdes econdmicas sejam normais.

Alem disso, pode surgir um outro problema ao se fixar o periodo base: “quanto maior
for o lapso de tempo decorrido entre a época de comparagdo e a basica, maior serd o perigo de
que a importancia relativa dos itens se tenha alterado e que, portanto, o sistema de ponderacao
tenha perdido sua validade”.

Dois sdo os critérios ou métodos:
a) Base Fixa:

Ao se construir uma serie de indices e se comparar periodos afastados, ou, eventualmente,
mudar a base, a fixacdo desta ¢ importante de vez que os indices geralmente usados nao
respondem ao teste circular (pagina anterior). No indice de Laspeyres, por exemplo, quando se
fixa a base comparativa, esta se fixando, também, a base de ponderacao.

Se o numero indice fosse independente de sua base, esta poderia deslocar-se sem erro.
Todavia, no caso de o indice depender da base, o Unico procedimento para deslocé-la sera por
meio dos dados originais; isto por que, para que o método seja correto do ponto de vista
matematico, a propriedade circular (ou ciclica) deve ser satisfeita.

Os indices ndo ponderados, os agregativos com ponderacdo constante e a média geométrica de
relativos sdao os que respondem ao teste circular.

b)Base Movel em Cadeia:

Nesse critério ou método, a base seria modificada, de periodo a periodo. O método consiste
em:

1°) construir os indices:
Lo, T, 132, v s Tjnony

2°) construir um indice em cadeia, a fim de se fixar determinado periodo como basico:
Lo =T
Ly =T . Ion
Lo =Tl Ln . Iz

Os indices construidos em cadeia s6 coincidem com os de base fixa quando a férmula usada
responder ao teste circular, tal como acontece com a média geométrica e a média aritmética de
ponderag@o constante.



9.6.2- Vantagens e Desvantagens

METODO VANTAGENS DESVANTAGENS

Possibilidade de erros de formula
Base Fixa Calculos mais simples. e homogeneidade em séries
longas.

Fornece medida mais correta da variagao de Maior volume de calculo, sendo

Base Mével | PTesos; e/ou quantidades, de periodo a periodo, que as formulas geralmente
permitindo introduzir novos bens, eliminando | utilizadas nao satisfazem ao teste
outros de menor importancia. circular.

9.6.3- Exemplo Pratico

A tabela abaixo apresenta o indice geral de exporta¢io por tipo de bens (Indice de
Quantum), do Brasil, de 1993 a 2000 com o ano de 1993 tomado como basico (dados ficticios):

ANOS 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000
Indices 100 106 134 155 158 174 176 177

Pede-se obter um novo indice, adotando como base:
1°) o ano de 1996
2°) o periodo de 1995 a 1997

Solucdo do 1° item:

Dividir-se-a cada indice da tabela original por “155”, que ¢ o indice correspondente ao novo ano-
base, exprimindo-se o resultado em percentual. A tabela abaixo apresenta os resultados das
divisdes ja multiplicadas por 100, que sdo os novos indices de quantum, com base em 1996:

ANOS Indice de Quantum
1993 64,52
1994 68,39
1995 86,45
1996 100,00
1997 101,94
1998 112,26
1999 113,55
2000 114,19

Solucdo do 2° item:

Dividir-se-a cada indice da tabela original pelo indice médio do periodo 1995/97, isto e:

134 +155+158 447
3

=149

A tabela abaixo apresenta o resultado das divisdes ja multiplicadas por 100, que sdo os novos
indices de quantum com base no periodo 1995/1997:
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ANOS indice de Quantum
1993 67,11
1994 71,14
1995 89,93
1996 104,03
1997 106,04
1998 116,78
1999 118,12
2000 118,79

Note-se que o indice médio do novo periodo base, de 1995/97, e:

89,93 +104,03+106,04 300,00
3

=100, como deveria ser.

9.7- Alguns indices Especiais

1°) ICV - indice do Custo de Vida (Indice de Precos ao Consumidor)

E um ntmero indice, cujo objetivo é o medir o efeito das variagdes de pregos sobre as
despesas normais de uma unidade consumidora padrao.

E uma ponderagio de subindices homogéneos. Assim, o aumento percentual no prego
de determinado bem, nao redundard num mesmo aumento percentual do custo de vida. Tal
aumento devera ser ponderado por um fator dentro do seu respectivo subindice e esse subitem,
por sua vez, o sera pelo seu peso dentro do ICV. Simbolicamente, o acréscimo no custo de vida,
proveniente de um acréscimo no preco do bem “i’, € dado por:

AICVzA{p?]W}.kj

ICV Py
Onde:
pi = preco, no ano base, de “i” bens
pin = preco, no ano atual, de “i” bens

W, = indice de alimentagdo, ponderado pelos bens que o compdem

k. = pesos dos subindices dos bens

2°) Deflator implicito da Renda (Produto)
Considerando que:
Q = indice que descreve o comportamento da produg¢do fisica de bens e servigos finais
de uma economia - entre dois ou mais periodos de tempo (indice de quantum);
V = indice de valor desses mesmos bens ¢ servigos.

O deflator (D) implicito da renda ¢ dado por:

D=X-100

Onde: Q = indice de quantidade de Laspeyres
D = Indice de pregos de Paasche

XN

jé& que: valor relativo total = S=——

Z(pqu)
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O “deflator implicito da renda” procura refletir o comportamento dos precos de todos os bens e
servigos produzidos em uma economia, entre dois ou mais periodos. Sera utilizado como deflator
sempre que se procurar eliminar, de uma série, aquelas variagdes associadas ao nivel geral de
pregos.

3°) IGP - Indice Geral de Precos
E o indice que indica a evolugdo dos preos durante determinado periodo. No caso do
Brasil, ele ¢ encontrado na “coluna 2” da revista “Conjuntura Econdmica”, publicada pela
Fundagdo Getalio Vargas, constituindo um indicador da taxa de desvalorizacdo monetaria. Na
construcao deste indice, sdo considerados os seguintes itens, cada qual com o peso respectivo:

a) preco no atacado 0,60
b)custo de vida = 0,30
¢) custo de construcao = 0,10

Sua utilidade estd, também, no possibilitar o deflacionamento ou o inflacionamento de dados,
para ajusta-los a realidade econdmica.

4°) indice “Relaciio de Troca”
Seu objetivo € o de descrever o comportamento dos pregos de exportacio relativamente
aos precos de importagdo, entre dois ou mais periodos. Sendo:

R =indice relagdo de troca
Py = preco das exportagdes

P, = preco das importagdes

O indice ¢ dado pela formula:

5°) Indice da “Capacidade de Importar”
Este indice - também denominado de “de poder de compra das exportacdes” - descreve
a variagdo do volume das importacdes que um pais pode realizar, tendo como base as
exportagoes efetuadas, entre dois ou mais periodos.

Seja:
Qx = indice de quantum das exportagdes
Qmn = indice de quanturn das importagdes
C = indice da capacidade de importar
Teremos:
P \Y%
C = R . = x . = X
Qx Pm Qx Pm




Valores de e

ANEXO 1 — Tabela Valores “A” (Poisson)

A

‘quando At é menor do que 1 ¢ variade 1 a 10
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K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 |1,0000(0,99000,98020,9704|0,9608|0,9512|0,9418 0,9324 |0,9231|0,9139
0,1 |0,90480,89580,8869 | 0,8781|0,8694 | 0,8607 | 0,8521 | 0,8437 | 0,8353 | 0,8270
0,2 |0,8187/0,81060,80250,7945|0,7866 | 0,7788 | 0,7711 | 0,7634 | 0,7558 | 0,7483
0,3 |0,74080,7334|0,72610,7189|0,7118|0,7047 | 0,6977 | 0,6907 | 0,6839 | 0,6771
0,4 |0,67030,66360,6570 |0,6505|0,6440|0,6376 | 0,6313 | 0,6250 | 0,6188 | 0,6126
0,5 10,60650,60050,59450,5886|0,5827|0,5770|0,5712 | 0,5655 | 0,5599 | 0,5513
0,6 |0,5488|0,5434(0,53790,5326|0,5273(0,5220|0,5169 | 0,5117 | 0,5066 | 0,5016
0,7 10,4966 0,4916|0,4868 0,4819|0,4771|0,4724|0,4677 | 0,4630 | 0,4584 | 0,4538
0,8 |0,4493|0,4449 |0,4404 | 0,4360|0,4317|0,4274 | 0,4232(0,4190 | 0,4148 | 0,4107
0,9 |0,40660,40250,39850,3946|0,3906|0,3867 | 0,3829|0,3791 (0,3753 10,3716
K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
e_u 0,36788 | 0,13534 | 0,04979 | 0,01832 | 0,006738 | 0,002479 | 0,000912 | 0,000335 | 0,000123 | 0,000045
OBS.: Note-se que para ter e ™ para valores de At nao dados nesta

tabela, deve-se usar as leis dos expoentes.

Ex.: 2% = (") . (¢™%) = (0,13534) . (0,5945) = 0,0805.




ANEXO 2 — Tabela Valores Curva Normal

AREA SUBENTENDIDA PELA CURVA NORMAL REDUZIDADE 0 A Z
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0 Z

Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
_____ 0,0 [0,0000][0,0040[0,0080]0,0120[0,0160[0,0199]0,0239[0,0279]0,0319]0,0359
_____ 0,1 [0,0398]0,0438]0,0478[0,0517]0,0557|0,0596|0,0636|0,0675]0,0714[0,0754
_____ 0,2 [0,0793]0,0832]0,0871]0,0910[0,0948[0,0987[0,10260,10640,1103]0,1141
_____ 0,3 ]0,1179]0,1217]0,1255|0,1293[0,1331]0,1368]0,1406|0,1443[0,1480]0,1517
_____ 0,4 |0,1554[0,1591[0,1628]0,1664(0,1700[0,1736|0,1772(0,1808]0,1844|0,1879
0,5 ]0,1915/0,1950(0,1985[0,2019[0,2054[0,2088[0,2123[0,2157]0,2190]0,2224
_____ 0,6 |0,2258[0,2291]0,2324|0,2357[0,2389[0,2422]0,2454(0,24860,25180,2549

0,7 |0,2580/0,2612]0,2642|0,2673|0,2704]0,2734|0,2764[0,2794[0,2823]0,2852
0,8 0,2881]0,2910[0,2939[0,2967[0,2996[0,3023[0,3051[0,3078]0,3106]0,3133
_____ 0,9 ]0,3159]0,3186]0,3212]0,3238[0,3264[0,3289]0,3315[0,3340]0,33650,3389
_____ 1,0 [0,3413]0,3438]0,34610,3485[0,3508[0,3531|0,35540,35770,3599[0,3621
_____ 1,1 [0,3643]0,3665]0,3686]0,3708]0,3729[0,3749]0,37700,3790]0,3810]0,3830
_____ 1,2 [0,3849]0,3869]0,3888]0,3907]0,3925[0,3944[0,39620,39800,3997]0,4015

1,3 [0,4032]0,4049]0,4066]0,4082]0,4099[0,4115|0,41310,41470,4162]0,4177
1,4 0,4192[0,4207]0,4222]0,4236]0,4251[0,4265[0,4279[0,4292[0,4306/0,4319
1,5 0,4332]0,4345[0,4357[0,4370[0,4382[0,4394[0,4406]0,4418[0,4429]0,4441
_____ 1,6 |0,4452]0,4463[0,4474/0,4484/0,4495]0,4505]0,4515[0,4525[0,4535]0,4545
_____ 1,7 [0,4554]0,4564]0,4573]0,4582]0,4591[0,4599]0,4608]0,4616]0,4625]0,4633
_____ 1,8 [0,4641]0,46490,4656]0,4664]0,4671[0,4678|0,4686|0,4693|0,4699]0,4706
_____ 1,9 0,4713]0,4719]0,47260,4732/0,4738]0,47440,4750[0,4756[0,47610,4767
2,0 Jo0,4772]0,4778[0,4783[0,4788[0,4793]0,4798[0,4803]0,4808]0,4812]0,4817
2,1 [0,4821]0,4826]0,4830[0,4834]0,4838|0,4842[0,4846]0,4850|0,4854|0,4857
2,2 [0,4861(0,4864|0,48680,48710,4875]0,4878[0,4881|0,4884|0,48870,4890
2,3 10,4893[0,4896(0,4898/0,49010,4904]0,4906]0,4909[0,4911]0,4913]0,4916
2,4 [0,4918]0,4920]0,4922[0,4925(0,4927]0,4929[0,4931]0,4932/0,4934[0,4936
2,5 10,4938]0,4940(0,4941[0,4943[0,4945[0,4946]0,4948[0,4949]0,4951[0,4952
2,6 [0,4953[0,4955[0,4956[0,4957]0,4959]0,4960[0,49610,4962[0,4963]0,4964
2,7 10,4965[0,49660,4967[0,4968]0,4969]0,4970[0,4971]0,4972|0,4973[0,4974
2,8 10,4974]0,4975/0,4976/0,4977/0,4977/0,4978[0,4979|0,4979[0,4980]0,4981
2,9 ]0,4981[0,4982(0,4982/0,4983]0,4984]0,4984[0,4985[0,4985/0,4986]0,4986
3,0 ]0,4987]0,4987(0,4987[0,4988[0,4988[0,4989[0,4989[0,4989[0,4990[0,4990
3,1 0,4990]0,4991[0,4991[0,4991[0,4992[0,4992[0,4992[0,4992[0,4993[0,4993
3,2 10,4993[0,4993]0,4994[0,4994]0,4994]0,4994[0,4994]0,4995[0,4995]0,4995
3,3 10,4995[0,4995[0,4995[0,4996]0,4996/0,4996[0,49960,4996|0,4996]0,4997
3,4 [0,4997[0,4997[0,4997/0,4997]0,4997(0,4997[0,4997(0,4997/0,49970,4998
3,5 10,4998]0,4998(0,4998[0,4998[0,4998[0,4998[0,4998[0,4998[0,4998[0,4998

3,6 [0,4998[0,4998]0,4999/0,4999]0,4999[0,4999[0,4999/0,4999]0,4999]0,4999
3,7 10,4999[0,4999[0,4999]0,4999]0,4999[0,4999[0,4999[0,4999[0,4999]0,4999
3,8 10,4999]0,4999]0,4999[0,4999]0,4999]0,4999[0,4999]0,4999/0,4999[0,4999

3,9 ]0,5000{0,5000]0,5000[0,5000]0,5000]0,5000[0,5000|0,5000|0,5000]0,5000




ANEXO 3 — Tabela Valores ‘ t ’ de Student
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Valores de percentis () P
para a distribuicio ¢ de Student 1-p
com v graus de liberdade tp
V | foss fogo | tog0 | toas | toso | fogo | Tops fogrs | fooe | fo99s
1} ,158 325 727 1,000 | 1,376 | 3,08 6,31 12,71 31,82 (63,66
2] ,142 ,289 H17 ,816 [ 1,061 | 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
31,137 , 277 S84 ,765 978 | 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4] ,134 ,271 569 ,141 9411 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
51,132 ,267 559 ,127 920} 148 2,02 2,57 3,36 4,03
6| ,131 ,265 553 718 906 | 1,44 1,94 245 3,14 3,71
71,130 ,263 549 ,711 896 | 1,42 1,90 2,36 3,00 3,50
8,130 | ,262 546 ,106 ,889 | 1,40 1.86 2,31 2,90 3,36
9 ,129 ,261 543 ,703 883 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10| ,129 ,260 542 ,700 L8791 1,37 181 2,23 2,76 3,17
11| ,129 ,260 540 ,697 876 | 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12| ,i28 ,259 539 ,695 8731 1,36 1,78 2,18 2,68 3,06
13 ,128 ,259 538 694 870 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 | ,128 ,258 A37 692 868 | 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98
15| ,128 ,258 536 ,091 866 | 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 | ,128 ,258 S35 ,690 865 | 1,34 1,75 2,12 258 2,92
17| ,128 ,257 S34 ,689 ,863 | 1,33 1,74 2,1 2517 2,90
18 | ,127 ,257 334 ,688 862 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
191 127 , 257 533 688 861 1,33 1,73 2,09 2,54 286
20| ,127 257 533 H87 860 1,32 1,72 2,09 253 2,84
21| ,127 ,257 532 686 859 1,32 1,72 2,08 2,52 283
22,127 ,256 532 ,686 858 | 1,32 1,72 2,07 2,51 282
23| ,127 ,256 32 ,685 858 | 1,32 1,71 2,07 250 281
24 | 127 ,256 531 685 857 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80
25 | ,127 ,256 531 ,684 856 1,32 1,71 2,06 2,48 2,79
26 | ,127 ,256 531 o84 856 | 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78
27 | ,127 ,256 531 ,684 8551 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77
28| ,127 ,256 ~30 ,683 8551 1,31 1,70 2.05 2,47 2,76
291 ,127 ,256 530 683 B854 1 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76
301,127 ,256 530 ,683 854 | 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40| ,126 ,2558 529 81 851 1,30 1,68 2,02 242 2,70
60| ,126 ,254 527 679 | 848 1,30 1,67 2,00 2,39 | 2,66
120 ] ,126 ,254 526 677 845 1 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62
oo , 126 ,253 S24 ,674 L8421 1,28 1,645 1,96 2,33 | 2,58




ANEXO 4 — Tabela Valores Oui-Ouadrado

Valores dos Percentis (X;)

.
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para a Distribuicao Qui-Quadrado P 1-p
com v graus de liberdade
X2
i) T
i Xgs | Xy Xogs | X% | X3 Xbs | X0 | %%y | Xy 0 xhs X5 ,| X0 | Xoas | Xooe
H 1
11,0000 1,002 | ,0010 | ,6039 | 0158 | ,102 | 455 | 1,32~ 2.71 | 3,84 | 5,02 | 6,63 | 7,88 | 10,8
2,0100 ,0201 | 0606 | ,103 | ,211 | 675 | 1,39 | 2,77 | 4,61 | 599 | 7,38 | 921 | 10,6 | 13,8
31,0717 ;116 | 216 | 352 | 684 | 1,21 [ 237 | 4,11 | 6,25 | 7,81 | 9,36 | 113 | 12,8 | 163
4,207 1,207 | 484 | TI1 | 1,06 | 1,92 | 3,36 | 5,39 | 7,78 | 9,49 | 11,1 | 133 | 14,9 | 185
B| 412 | \B54 | 831 | 1,15 | 1,61 | 2,67 | 4,35 | 663 [ 9,24 | 11,1, 12,8 | 151 | 16,7 | 205
61,676 | 872 | 1,24 | 1,64 | 2,20 | 3,45 | 5,35 | 7,84 | 10,6 | 12,6 | 144 | 168 | 18,5 | 225
T| 989 124 11,69 | 217 | 2,83 | 425 | 6,35 | 9,04 | 120 | 141 | 160 | 185 | 20,3 | 24,3
BI L3¢ 1166 218 ) 278 | 349 | 507 | 734 | 102 | 134 | 165 | 176 | 201 ' 220 | 261
911,78 | 209 | 270 | 338 | 417 | 590 | B34 | 114 | 147 | 169 | 180 | 207 | 236 | 279
100 2,16 | 2,56 | 8,25 | 3,94 | 487 | 6,74 | 9,34 | 125 | 160 | 183 | 205 | 232 | 262 | 296
11] 2,60 | 3,05 | 8,82 | 4,67 | 5,88 | 7,88 | 10,3 | 137 | 17,3 | 197 | 21,9 | 247 | 268 | 31,3
12| 3,07 | 3,57 | 440 | 5,23 | 630 | 844 | 11,3 | 148 | 185 | 21,0 | 233 | 26,2 | 283 | 329
18] 3,57 | 411 | 501 | 689 | 7,04 9,30 | 123 | 160 | 198 | 224 | 247 | 27,7 | 298 | 345
141 4,07 | 4,66 | 563 | 657 | 7,79 [ 102 | 133 | 17.1 | 21,1 | 28,7 | 26,1 | 291 | 3L8 | 36,1
15| 4,60 | 528 | 6,26 | 7,26 | B55 | 1,0 [ 143 | 18,2 | 22,3 | 26,0 | 27,6 | 30,6 | 328 | 377
16) 614 | 581 | 601 \ 796 | 9,31 | 11,0 | 153 | 19,4 | 23,5 | 26,3 | 28,8 | 32,0 | 343 | 39,3
17} 570 | 641 | 7,66 | 8,67 | 10,1 | 128 | 163 | 205 | 24,8 | 27,6 | 30,2 | 33,4 | 357 | 40,8
181 6,26, 7,01 | 8,23 | 9.39 | 10,9 | 13,7 | 17,3 | 216 | 26,0 | 289 | 26 | 34,8 | 37,2 | 42,3
191 684 | 7,63 | 891 | 10,1 | 11,7 | 14,6 | 183 | 22,7 | 27,2 | 30,1 | 329 | 36,2 | 386 | 43,8
20| 743 | 826 | 9,69 | 10,0 | 124 | 165 | 193 | 238 | 284 | 31,4 | 342 | 376 | 400 | 453
217 8,03 [ 890 | 103 | 1L6 | 132 | 163 | 203 | 249 | 20,6 | 327 | 365 | 38,9 | 414 | 468
22| 864 | 954 | 11,0 | 123 [ 140 | 27,2 | 21,3 | 26,0 | 30,8 | 339 | 368 | 40,3 | 42,3 | 48,3
23| 9,26 | 10,2 1 1L7 | 131 | 148 | 18,1 | 223 | 271 | 32,0 | 35,2 | 38,1 | 41,6 * 44,2 | 497
24| 989 | 109 | 12,4 | 138 | 157 | 19,0 | 23,3 | 28,2 | 33,2 | 36,4 | 39,4 . 43,0 | 45,6 | 5L2
25| 10,6 | 11,5 | 13,1 | 14,6 | 185 | 19,9 | 24,3 | 28,3 | 34,4 | 37,7 | 40,6 | 443 | 46,5 | 52,6
26| 11,2 12,2 | 138 | 154 | 178 | 20,8 | 253 | 30,4 | 356 | 389 | 41,0 | 45,6 | 48.3 | 54,1
27| 118 | 120 | 146 | 162 | 181 | 21,7 | 263 | 315 | 367 | 40,1 | 48,2 | 47,0 | 49,6 | 655
281126 | 186 | 163 | 16,0 | 189 | 22,7 | 27,3 | 326 | 87,9 | 41,3 | 445 | 483 | 51,0 | 56,9
201 131 | 148 | 160 | 17,7 | 10,8 | 236 | 288 | 337 | 39,0 | 42,6 | 45,7 | 49,6 | 62,3 | B8 3
301 13,8 | 160 | 16,8 | 18,6 | 20,6 | 245 | 208 | 34,8 | 40.3 | 438 | 470 | 50,9 | 63,7 | 59,7
40| 20,7 | 22,2 | 24,4 | 265 | 291 | 33,7 | 39,3 | 456 | 51.8 | 653 | 59.3 | 63,7 | 668 | 73,4
50| 28,0 29,7 | 324 | 348 | 37,7 | 429 | 493 | 663 | 632 | 67,6 | T1,4 | 76,2 | 79,5 | 86,7
801 356 37,5 | 40,6 | 432 | 465 | 523 | 58,3 | 670 | 74,4 | 791 | 833 | 88,4 | 92,0 | 996
70| 433 | 454 | 488 | 51,7 | 65,3 | 61,7 | 69,8 | 77,6 | 86,56 | 90,5 | 950 | 100 | 104 | 112
80| 51,2 | 536 | 57,2 | 60,4 | 643 | 71,1 [ 79,3 | 881 | 96,6 | 102 | 107 | 112 | 116 | 126
90| 59,2 | 61,8 | 666 | 69,1 | 73,3 | 80,6 | 89,3 | 98,6 | 108 | 113 | 118 | 124 | 128 | 187
100| 87,8 ' 70,3 | 74,2 | 77,9 | 82,4 | 90,1 | 993 | 109 | 118 | 124 | 130 | 136 | 140 | 149




ANEXO 5 — Gramadtica Grega

SIMBOLOS UTILIZADOS NA ESTATISTICA

ALFABETO (') - O Alfabeto grego consta de 24 (vinte e
quatro) letras:

(') A palavra Alfabeto deriva das 2 (duas) primeiras letras gregas:
alfa e beta.
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GLOSSARIO DE FORMULAS
ESTATISTICA

01 —- DISTRIBUICAO DISCRETA DE PROBABILIDADE — BINOMIAL

P(x)=C..P". q""

!
P)=————p;"..p¢"
1 k*
03 - DISTRIBUICAO DE BERNOULLI
P(x)=P*(1-P)"™
04 - DISTRIBUICAO GEOMETRICA
P(x)=Pq""

05 —- DISTRIBUICAO DE PASCAL

P()=Cio) - P g™

08 — DISTRIBUICAO EXPONENCIAL
P(T>t)=e™
PT<t)=1-e™




&9

10 - MARGEM DE ERRO (‘¢ de Student)

E_

LS
“

(Com base em uma amostra pequena (n < 30) e ¢ desconhecido)

11 - INTERVALO DE CONFIANCA
X-E<p<X+E
(Com base em uma amostra pequena (n < 30) e 6 desconhecido)

13 - INTERVALO DE CONFIANCA (ou Estimativa Intervalar) para a Variincia
Populacional ¢’

(n-1)8?’ <ol < (n-1)8?

2 2

14 — COEFICIENTE DE CORRELACAO LINEAR DE KARL PEARSON

n-Zxy - (2x)- (Sy)

o \/ [n-sz —(Zx)z] - [n-Ey2 —(Zy)z]

17 - REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Y=a+bx, +b,x,

18 - EQUACOES NORMAIS PARA A FORMACAO DO ESTIMADOR (n + 1)

2y =na+b 2x, +b,2x,
Tyx, =aZx, +b,Zx; +b,Zx x,

Tyx, =aZx, + b, Zx,x, +b,Zx;

19 - RELATIVO DE PRECOS
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20 - RELATIVO DE QUANTIDADES

24 - MEDIO-HARMONICO

PR e
ZLPOJ Z[qoj
P. q,
26 - MEDIO-GEOMETRICO
Zlog[p“j
p P,
I =Nm: |2 logl =
p [pOJ € gl N

27 - METODO OU CRITERIO DE LASPEYRES — Para Precos

| _Z(,4,)
o
Z(p,4,)
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28 - METODO OU CRITERIO DE LASPEYRES - Para Quantidades

| _Z@,p,)
_Z@,p,)
£(4,p,)

29 - METODO OU CRITERIO DE PAASCHE — Para Precos

| _Z0,4,)
.
£(p,4,)

30 - METODO OU CRITERIO DE PAASCHE — Para Quantidades

[ - 2(q,p,)
== atal
2(q,p,)

32 - MEDIA ARITMETICA PONDERADA DE RELATIVOS

Z[p“ -poqo]
(= _\P,
>(p.q,)

33 - MEDIA GEOMETRICA PONDERADA DE RELATIVOS

D >Q, logP
I =2Qm — ou |[logl= 0
[po] ZQI

34 - METODO OU CRITERIO DE SIDGWICK-DROBISH

>(p.a,), Z(p.a.)

(- 2k.a,) E@.a.)

35 -METODO OU CRITERIO DE MARSHALL-EDQEWORTH

_Zp.(a, +a.)

I
>p,(, +q,)
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36 — METODO OU CRITERIO DAS MEDIAS DAS QUANTIDADES DOS ANOS
TIiPICOS

2 (P.90)

Y (0.4,

37—~ TESTES E PROVAS DE AVALIACAO DE ADEQUACAO DA FORMULA DE UM
INDICE

2°) Reversao (Inversao) do Tempo

3°) Reversiao de Fatores

L oxba) v,
P D pede)  Dve

4°) Ciclica ou Circular

=1

.Ipc/b .I

pal/c

5°) Ciclica ou Circular Modificada

-1 I

pc/b ) pd/c =

38— ALGUNS INDICES ESPECIAIS ]
1°) ICV - Indice do Custo de Vida (Indice de Precos ao Consumidor)

AICV:A[pT‘]w?-k

ICV Py U
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